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4 [15点] 次の解を求めよ．

1

r2

[
∂

∂r

(
r2
∂u

∂r

)
+

1

sinϕ

∂

∂ϕ

(
sinϕ

∂u

∂ϕ

)
+

1

sin2 ϕ

∂2u

∂θ2

]
=0

(0≦r<2, 0≦ϕ≦π) uは有界 θ に無関係
u(2, ϕ) = 1− cos2 ϕ

【次の内容を書くこと】
Step 1：変数分離　２つの常微分方程式.

Step 2：２つの方程式の解　ルジャンドル関数
意味がある解になる k = n(n + 1) を用いて, R

の方程式について, R=ra として, 有界である解
R=rnとなる結果を使ってよい．
Φ の方程式について, その解を求めよ.

Step 3：重ね合わせによる一般解
　　　　係数決定 (ルジャンドル級数の利用)

一般解 u について,境界を考え，x = cosϕ とお
いて, 境界条件を満たすようにルジャンドル級数
の係数 An を求め, 解 u を求めよ.

Step 1 ∂u/∂θ = 0 u = R(r)Φ(ϕ)
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Φ sinϕ
(sinϕΦ′)′ = k (定数){

(r2R′)′ = kR

(sinϕΦ′)′ = −k sinϕΦ

Step 2 k = n(n+ 1) R = Arn

(sinϕΦ′)′ + n(n+ 1) sinϕΦ=0

Φ=Pn(cosϕ)

Step 3 u = RΦ = Anr
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∞∑
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∞∑
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∞∑
n=1

An2
nPn(x)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

u(2, ϕ)=f(ϕ) = 1− cos2 ϕ = 1− x2
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5 [8点] (1) I1 =

∫ ∞

0

x5e−xdx をガンマ関数を

用いて求めよ.

(2) I2=

∫ 1

0

x2

√
1− x

dx をベータ関数を用いて求

めよ.

(1) n− 1 = 5 より n = 6

I1 = Γ(6) = 5 · 4 · 3 · 2 · 1 · Γ(1) = 120

(2) I2=

∫ 1

0

x2(2− x)−
1
2dx と書き直す．
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直交性　　　∫ 1

−1

Pm(x)Pn(x)dx=0 (m ̸=n)∫ 1
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P 2
n(x)dx =
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を使って，級数 f(x) =
∞∑
k=0

AkPk(x)

の係数が得られることが分かる．

例 P0(x) = 1, P1(x) = x, P2(x) =
3x2 − 1
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