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4 [15点] 次の解を求めよ．
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(0≦r<2, 0≦ϕ≦π) uは有界 θ に無関係
u(2, ϕ) = 1− cos2 ϕ

【次の内容を書くこと】
Step 1：変数分離　２つの常微分方程式.

Step 2：２つの方程式の解　ルジャンドル関数
意味がある解になる k = n(n + 1) を用いて, R

の方程式について, R=ra として, 有界である解
R=rnとなる結果を使ってよい．
Φ の方程式について, その解を求めよ.

Step 3：重ね合わせによる一般解
　　　　係数決定 (ルジャンドル級数の利用)

一般解 u について,境界を考え，x = cosϕ とお
いて, 境界条件を満たすようにルジャンドル級数
の係数 An を求め, 解 u を求めよ.

[答案]

5 [8点] (1) I1 =

∫ ∞

0

x5e−xdx をガンマ関数を

用いて求めよ.

(2) I2=

∫ 1

0

x2

√
1− x

dx をベータ関数を用いて求

めよ.

[答案]

　

直交性　　　∫ 1

−1

Pm(x)Pn(x)dx=0 (m ̸=n)∫ 1

−1

P 2
n(x)dx =

2

2n+ 1

を使って，級数 f(x) =
∞∑
k=0

AkPk(x)

の係数が得られることが分かる．

例 P0(x) = 1, P1(x) = x, P2(x) =
3x2 − 1
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1 [31点] 次の解 u を (2項まで)求めよ．

∇2u=
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂x2
=0 (0 ≦ x, y ≦ 12)

u(0, y) = 0, u(12, y) = 0,

u(x, 0) = 0, u(x, 12) = sin
πx

12
+ 5 sin

πx

4

【次の内容を書くこと】
Step1：変数分離法 　 2つの常微分方程式

Step2：１つの常微分方程式の境界条件
に対する固有値と固有関数
もう１つの常微分方程式の解

Step3：重ね合わせの原理　　問題の一般解
残りの (初期，境界)条件により
係数決定 (フーリエ級数の利用)

[答案]

　

直交性　　　　　　　∫ L

−L

sin
(mπ

L
x
)
sin

(nπ
L

x
)
dx

=

{
0 (m ̸= n)

L (m = n)

を使って，0 ≦ x ≦ L での関数の級数

f(x) =
∞∑
n=1

bn sin
(nπ
L

x
)

　　　　　　　　の係数 bn が得られることが分かる．
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2 フーリエ積分・変換により，次の解を求めよ．

∂u

∂t
= c2

∂2u

∂x2
(−∞ < x < ∞)

u(x, 0)=


1 (0<x<1)

−1 (−1<x<0)

0 (それ以外)

2a [10点]

フーリエ積分による解【次の内容を書くこと】
Step1：変数分離 　 2つの常微分方程式

Step2：2つの常微分方程式の解

Step3：重ね合わせの原理による一般解
初期条件による係数決定

2b [7点]

フーリエ変換による解【次の内容を書くこと】
Step1：フーリエ変換の利用 (変数分離)

Step2：フーリエ変換の常微分方程式の解

Step3：フーリエ逆変換による解 (重ね合わせ)

(初期条件による係数決定まではしなくて良い)

[答案]

2c [2点] 次の問に答えよ．
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3 [27点]次の解を求めよ．
∂u

∂t
= 2

(
∂2u

∂r2
+

1

r

∂u

∂r

)
(0<r<3, t>0)

境界条件 u(3, t) = 0 r = 0 で有界
初期条件 u(r, 0) = f(r)

【次の内容を書くこと】
Step 1：変数分離　２つの常微分方程式.

Step 2：２つの方程式の解　ベッセル関数

Step 3：重ね合わせによる一般解
　　　　係数決定 (ベッセル級数の利用)

[答案]

　

直交性 　　∫ R

0

rJn

(
λk

R
r

)
Jn

(
λl

R
r

)
dr = 0 (k ̸= l)∫ R

0

rJ2
n

(
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R
r

)
dr =

R2

2
J2
n+1(λk)

を使って，級数 f(r) =
∞∑
p=1

ApJn

(
λp

R
r

)
の係数が得られることが分かる．


