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第28回発展方程式若手セミナー開催要項

日時 　

2006年 8月 7日（月）15:00 ～ 2006年 8月 10日（木）12:00

会場 　

六甲山ＹＭＣＡ　　〒 657-0101 神戸市灘区六甲山町北六甲 875
Tel:　 078-891-0050　　 Fax:　 078-891-0054

会議室情報 　

(1) ＯＨＰ　 2台, スクリーン　 2枚

(2) ＰＣ１台, プロジェクター　 1台

(3) ホワイトボード　 2枚　（備え付け式と移動式）

(4) 指示棒　 1本, レーザーポインタ　 1本

(5) マイク 3本（うち 1つはピンマイク）

宿泊施設情報 　

(6) チェックイン：15時より，チェックアウト：10時まで

(7) 入浴時間：16時から 23時まで

(8) 客室：浴衣・タオル・ハブラシ常備（バスタオル：200円で貸し出し，髭剃り：100円で販売）

(9) 大浴場：シャンプー・リンス・ボディソープ・ドライヤー常備

(10) ランドリーサービス有（無料）

開催本部 　

代表： 白川　健（神戸大学工学部応用数学教室）

副代表： 深尾　武史 （ 岐阜工業高等専門学校　一般（自然））

e-mail: wakate2006@boar.kobe-u.ac.jp

後援 この研究集会は下記の補助金により助成されています。

科学研究費　基盤研究 (S) 研究課題番号:15104001
「非線形偏微分方程式の大域的可解性と解の漸近挙動に関する統一理論」

　研究代表者　小薗　英雄

科学研究費　基盤研究 (A) 研究課題番号:15204008
「非線形発展方程式の幾何学的対称性と解の構造」

研究代表者　堤　誉志雄

科学研究費　萌芽研究 研究課題番号:17650235
「非線形解析学の新展開と科学教育学習プログラムの開発」

研究代表者　剣持　信幸

科学研究費　若手研究 (B) 研究課題番号:17740099
「自由境界を伴う非線形現象を記述する力学系の大域的安定性の研究」

研究代表者　白川　健

科学研究費　若手研究 (B) 研究課題番号:18740095
「強い非線形性を拡散項に持つ偏微分方程式の可解性とその応用」

研究代表者　深尾　武史



プログラム



第28回発展方程式若手セミナー プログラム

平成 18年 8月 7日（月）15時 ∼ 平成 18年 8月 10日（木）11時半

特別講演 2件, 一般講演 31件

開催本部　　代表：白川 健（神戸大）, 副代表：深尾 武史（岐阜高専）

8月 7日（月）

15:00-15:15 自己紹介

座長 澤田 宙広（早大）

15:25-15:50 山崎 教昭（室蘭工大）
楕円・放物型変分不等式に対する最適制御問題について

15:50-16:20 新國 裕昭（首都大）
Identification of the absent spectral gaps in a class of generalized Kronig-Penney Hamiltonians

16:20-16:40 佐藤 翔大（東北大）
Life span of solutions of superlinear heat equation

20分休憩
座長 山崎 教昭（室蘭工大）

17:00-18:30 【特別講演】 儀我 美一（東大）
特異拡散方程式とその応用

18:30-20:00 夕食

座長 赤木 剛朗（芝浦工大）

20:00-21:30 ショート・コミュニケーション

8月 8日（火）

8:00-9:00 朝食

座長 中村 能久（熊本大）

9:30-10:00 山岸 弘幸（阪大）
リーマンゼータ関数, ベルヌーイ多項式とソボレフ不等式の最良定数

10:00-10:25 大屋 博一（早大）
拡散項を伴う３種 population modelの解析について

10分休憩
座長 大塚 岳（東大）

10:35-11:05 佐藤 典弘（早大）
有界領域における Gray-Scottモデルの定常解構造について

11:05-11:30 松澤 寛（沼津高専）
双安定反応拡散方程式の遷移層を持つ定常解について

11:30-12:00 米田　剛（東大）
Functional differential equations of a type similar to f ′(x) = 2f(2x + 1) − 2f(2x − 1) and it’s
application to Poisson’s equation

12:00-13:30 昼食

座長 大屋 博一（早大）

13:30-14:00 若狭 徹（早大）
振り子の方程式の線形化問題に対するすべての固有値・固有関数について

14:00-14:30 竹田 寛志（東北大）
消散項付き非線形波動方程式の外部問題の解について

14:30-14:55 中村 能久（熊本大）

Asymptotics of solutions to nonlinear Schrödinger equations with Stark potntial (仮題）
15分休憩
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座長 久保 隆徹（早大）

15:10-15:40 山本 征法（東北大）
半導体デバイスモデルに由来する Drift-diffusion方程式系の解の減衰評価について

15:40-16:10 小林 遼（九大）
Drift-diffusion型モデルの解の減衰評価と漸近挙動について

16:10-16:40 井出 健太郎（九大）
消散的 Timoshenko系の解の減衰評価と漸近挙動について

15分休憩
座長 中口 悦史（阪大）

16:55-17:25 川上 竜樹（東北大）
Asymptotic behavior of the solutions for the semilinear heat equations in RN

17:25-17:55 加藤 正和（阪大）
Large time behavior of solutions to the generalized Burgers equations

17:55-18:25 森山 繁（首都大）
Asymptotics for variational problem with critical growth and slightly positive Dirichlet data

18:30-20:00 夕食

座長 赤木 剛朗（芝浦工大）

20:00-21:30 ショート・コミュニケーション

8月 9日（水）

8:00-9:00 朝食

座長 松澤 寛（沼津高専）

9:40-9:55 内藤 由香（早大）
Lp-Lq estimates for Cauchy problems of linear thermoelastic with second sound and classical
thermoelasticity in 3-D

9:55-10:20 中口 悦史（阪大）
走化性・増殖方程式とその有限要素近似系のグローバルアトラクタの次元評価

15分休憩
座長 山口 範和（早大）

10:35-11:00 澤田 宙広（早大）
リプシッツ関数を初期値とした場合のナヴィエ・ストークス方程式の可解性

11:00-11:25 村上 尊広（阪大）
圧縮性流体力学モデルの解の漸近挙動について

11:25-11:45 久保 隆徹（早大）
On the Navier-Stokes flows with a nontrivial flux condition in an aperture domain

12:00-13:30 昼食

座長 石渡 通徳（東北大）

13:30-14:00 池田 幸太（東北大）
微小重力環境でのすす燃焼パターンの反応拡散モデルについて

14:00-14:30 水野 将司（東北大）
退化準線形放物型方程式に対する正則性評価について

10分休憩
座長 石渡 通徳（東北大）

14:40-15:05 大塚 岳（東大）
多重井戸型ポテンシャルによる Allen-Cahn型の方程式の特異極限について

15:05-15:30 五十嵐 威文（日大）
反応拡散方程式系の時間大域解の存在・非存在について

10分休憩
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座長 伊藤 昭夫（近畿大）

15:40-16:05 永安 聖（北大）
多層からなる棒状媒体に対する非破壊検査の逆問題

16:05-16:30 大塚 厚二（広島国際学院大）
破壊現象の数理モデル

20分休憩
座長 横田 智巳（東京理科大）

16:50-18:20 【特別講演】 木村 正人（九大）
亀裂進展に伴うエネルギー解放率の数学解析

18:30-21:00 懇親会

8月 10日（木）

8:00-9:00 朝食

座長 瀬片 純市（福岡教育大）

9:30-10:00 下條 昌彦（東大）
半線形熱方程式の空間無限遠での爆発とそのプロファイル

10:00-10:30 関 行宏（東大）
Blow-up directions for quasilinear parabolic equations

10分休憩
座長 大崎 浩一（宇部高専）

10:40-11:10 河内 一樹（東大）
年齢構造を考慮した流言伝播の数理モデル

11:10-11:30 報告集について・次年度セミナー引継ぎ
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ショートコミュニケーション（１日目, ２日目 20:00 ～ 21:30）

　若手セミナーでは毎年、初日と 2日目の夕食後に「ショートコミュニケーション」というイベントを
企画しており、ここでは院生の方（講演者は除く）に自己紹介を兼ねた簡単な「近況報告」のようなも

のをお願いしております。「近況報告」というと少々堅いイメージが付きまといますが、実際はそんなに

堅苦しいものではなく、現在ご自身が研究室でどのようにすごされているのかをそのまま紹介してくだ

されば大丈夫です。

　持ち時間も 1人 5∼10分ほどで、毎年研究室の思わぬ暴露話などが出たりなどして、話に花が咲いて
います。どうかあまり難しくお考えにならずに、ぜひともひとつご協力くださいますよう、よろしくお

願いいたします。

　以下は、今回のショートコミュニケーションにて発表をお願いする方々のリストです。リストはあい

うえお順に並んでいますが、実際の発表の順番は座長が改めて決めます。

• 猪奥 倫左 (いおく のりすけ：東北大 M1)

• 岩川 風 (いわかわ ふう：熊本大 B4)

• 岩渕 司 (いわぶち つかさ：東北大 M1)

• 大枝 和浩 (おおえだ かずひろ：早大 M2)

• 小野寺 有紹 (おのでら みちあき：東北大 M2)

• 加納 理成 (かのう りせい：千葉大 D1)

• 紀平 大樹 (きひら ひろき：早大 M1)

• Gutierrez Michael (ぐっちぇれす まいける：早大 M2)

• 久保 竹清 (くぼ たけきよ：九大 M1)

• 熊崎 耕太 (くまざき こうた：岐阜大 M2)

• 呉 穎穎 (ご えいえい：首都大学東京 D1)

• 三瓶 恵美 (さんぺい えみ：東海大 M1)

• 塩見 崇史 (しおみ たかふみ：早大 M1)

• 土井 一幸 (どい かずゆき：阪大 M1)

• 中川 和重 (なかがわ かずしげ：埼玉大 D1)

• 原田 潤一 (はらだ じゅんいち：早大 M3)

• 平林 由梨 (ひらばやし ゆり：早大 M1)

• 村瀬 勇介 (むらせ ゆうすけ：千葉大 D1)

• 吉實 雄紀 (よしざね ゆうき：早大 M2)

• 渡辺 めぐみ (わたなべ めぐみ：早大 M1)
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特別講演（2件）



第２８回 発展方程式若手セミナー
アブストラクト

特別講演
特異拡散方程式とその応用

儀我美一 （東大数理）

特異拡散方程式は、拡散係数が無限大になりうる拡散方程式を表す総称である。例えば
p−ラプラシアン ∆pu = div (|∇u|p−2∇u) による熱方程式は 1 ≤ p < 2 のとき特異拡散
方程式である。本講演で考える方程式はこの p = 1 に対応するクラスであり、形式的に
は偏微分方程式であるが、未知関数の時間微分が空間の無限小の量だけでは決まらない、
非局所性を持つものである。問題の起源をいくつか述べる。

(i) 結晶成長の問題から：Γt の時刻 t をパラメーターとする。Γt の単位ベクトル n
方向の成長速度を V とする。Γt は例えば結晶表面を表すとする。界面支配モデ
ルの例として曲率流方程式

(1.1) V = −M(n)(divΓt∇γ(n) + C(x, t))

は C = 0 の場合、金属の antiphase粒界の運動の記述によく用いられる。ここで
γ は表面エネルギーを表し、Rn 上の正斉次１次の凸関数とする。この量は結晶
構造により定められているので既知とする。M は動的係数で正とし、既知とす
る。C は結晶を成長させる駆動力である。div は Γt 上での発散を表す。γ が C2

級で M が連続かつ C が連続かつ x についての微分 ∇xC が局所有界であれば、
（1.1）の初期値関数は少なくとも時間大域的に広義解（等高面法による解 {Γt} ）
を持つことが知られている [5]。しかし J. Taylor [16] や S. Angenent-M. Gurtin
[2] が提唱したクリスタラインエネルギーの場合は γ は区分的１次であり C1 で
すらない。この時（1.1）は（非局所的）特異拡散方程式である。今のところ C
が定ベクトルで空間次元 n = 2 の時のみ等高面法による解が一意存在することが
知られているだけで [3]、一般の場合はまだ未解決である。最近 3次元の場合G.
Bellettiniらのグループにより M = γ で C ≡ 0 の場合、初期曲面が凸の場合に解
の存在が示された。論文 [3] のアプローチは粘性解論を用いるものでBellettiniら
のは変分法を用いるものである。

(ii) 画像処理の問題：画像のノイズを取る問題で全変動流方程式つまり

∂u

∂t
= div (

∇u

|∇u|
) + λ(f − u) λ > 0

が用いられることがある。f は既知関数とする。u は画像の濃淡を表す関数であ
る。もともと L. I. Rudin-S. Osher-E. Fatemi [13] により提唱された。この種の問
題は劣微分方程式論や非線形半群論を用いることによって存在、一意性等が研究
されている。例えば [1]、[11]。ここでもし u がベクトル値で |u| = 1 という束縛
をつけると全変動流方程式は 1−調和写像流方程式となり

∂u

∂t
= div (

∇u

|∇u|
) + |∇u|u

となる。こちらはカラー画像の色調からノイズを取る一方式である [15]。この方
程式については定義域が 1次元の場合 [7] に時間大域解の存在が区分的定数の初
期値について示されているが、高次元の場合は局所解の存在が初期エネルギーが
小さく、初期値自身滑らかな場合に示せただけである [6]。その離散モデルの研究
も行われている [8]。

(iii) 多結晶の金属粒の平均的な方向場の動きについて：これは小林氏ら [12] によって
提唱されたモデルで、全変動流が用いられている。ここでも値域は R よりも S1
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2 儀我 美一 （東京大学大学院 数理科学研究科）

であったりするので 1−調和写像流の研究が欠かせない。その他、白川氏 [14] に
より別のタイプの束縛のついた全変動流も研究されている [10]。

(iv) 衝撃波の等高面法による計算：バーガーズ方程式の解 y = u(x, t) のグラフをその
まま xy 平面での曲面の運動と思って変形させると、関数のグラフとはみなせな
くなってしまう。垂直方向 y だけの特異拡散を導入することにより等高面法によ
り不連続解をとらえることが可能になった。本講演ではこの点を [4] や [17] に
そって主に述べる。

(v) 雪結晶成長を記述するステファン問題への応用：これはP. Rybkaと著者との一連
の共同研究による。例えばサーベイ論文 [9] を参照。（1.1）が外場と連立されてい
るモデルである。本講演ではこれについても簡単にふれる。
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第２８回 発展方程式若手セミナー
アブストラクト

【特別講演】
亀裂進展に伴うエネルギー解放率の数学解析

木村 正人 (九州大学 大学院数理学研究院)

1. 亀裂進展におけるエネルギー解放率

弾性体内部を進展する亀裂の挙動を理解するための試みはGriffith [5]に始まったとされ，
現在に至るまで，工学・物理・数学などの分野において非常に多くの研究が様々な角度
から行われている．破壊力学でのGriffith理論は，亀裂進展力となるエネルギー解放率G
を中心に一般化の試みを経つつ，今でも破壊力学，亀裂進展の数理モデリングとその解
析において重要な役割を果たしている (例えば，[4]や [7]–[11]とその参考文献)．
慣性項が無視できる範囲で負荷を徐々に変化させたとき，弾性板における直線形状の亀
裂が同じ方向に進展するとき，亀裂進展長さに対する解放エネルギーの比率Gが新しい
亀裂面を作るための仕事 Gc を越すとき，すなわちG ≥ Gc をGriffith [5]は脆性破壊の
発生条件とした．そのため，亀裂形状や負荷との関連が明確になるGの数学的表現が必
要となる．
エネルギー解放率とは次のように定義される量である．今，Rn内の（亀裂のない）有界
な弾性体Ω∗に，n− 1次元亀裂Σが入っているものとする．0 ≤ t < T をパラメータとす
る仮想亀裂進展Σ(t)を考える．ここで，Σ = Σ(0) ⊂ Σ(t1) ⊂ Σ(t2) (0 ≤∀ t1 ≤∀ t2 < T )
である．
慣性が無視できる範囲での遅い亀裂進展においては，Ω∗ \ Σ(t)における弾性エネルギー
E(t)は

(1) E(t) := min
v

∫
Ω∗\Σ(t)

W (x, v(x),∇v(x))dx,

で与えられる．ここで，vは与えられた境界条件を満たす変位場であり，
W (x, v(x),∇v(x))は静弾性エネルギー（外力がある場合はそれを含むポテンシャルエネ
ルギー）密度である．
そのとき，仮想亀裂進展 {Σ(t)}0≤t<T に伴う，t = 0におけるエネルギー解放率Gは，

(2) G := lim
t→+0

E(0) − E(t)

|Σ(t) \ Σ|
,

で与えられる．E(t) ≤ E(0)であることから，もし，この極限が存在すれば，G ≥ 0で
ある．
Rice[14]とCherepanov[2]によるエネルギー解放率の表現（J積分）は，等方な定数係数
線形 2次元弾性体における直線亀裂の場合の研究で，後に続く研究も 2次元問題が主で
あった．Ohtsuka [7]–[10]やOhtsuka-Khludnev [11]は，弱い非線形楕円型方程式（系）
を含む一般次元の曲面亀裂の場合に数学的定式化を行い，エネルギー解放率の存在とそ
の領域積分表現，及び一般 J積分理論の展開を行った．そこで使われた手法は，形状感
度解析のアイデアを用いて仮想亀裂進展を表現し（注意 3.5を参照），エネルギー最小原
理 (1)に基づいて，(2)の右辺に現れる差分を丁寧に評価するものであった．
エネルギー解放率の数学的取り扱いの難しさは，亀裂の先端（縁）における変位場や応
力場の解の持つ特異性にある．2次元問題ではこの特異項の係数は応力拡大係数と呼ば
れ，エネルギー解放率は応力拡大係数のみに依存することが証明されている．3次元問題
や変数係数 2次元問題などでの応力拡大係数に関する数学解析は，現在でも研究が続い

3
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ており未解決な部分も多く残されている．それについては，上記文献や [15], [16]などを
参照されたい．
本稿では，[8]における数学的定式化をもとにLipschitz連続な領域写像を用いて，その精
密化を図り，更に，Fréchet微分を用いたエネルギー解放率の計算を行い，その領域積分
表現を得る．そのための準備として，Banach空間における抽象的パラメータ付き変分問
題の一般論を陰関数定理と Lax-Milgramの定理の応用として展開する．それにより，[8]
によるエネルギー解放率の領域積分表現が，パラメータによるエネルギーの 1階 Fréchet
微分として見通しよく得られるとともに，より弱い条件への精密化・高階エネルギー微
分への拡張が得られる．特に，[11]では，領域摂動 t → φ(t) がC2([0, T ],W 2,∞(Rn)n) の
とき，エネルギー解放率の領域積分表現 (5)が証明されているが，ここでは，
C1([0, T ],W 1,∞(Rn)n)のとき示されたことになり，従来の結果の改良になっている．
本講演は，[12]および [13]の結果に基づくものである．

2. パラメータ付き抽象的変分問題

本節では，Banach空間における抽象的パラメータ付き変分問題の一般論を展開する．証
明は省略し，結果のみ述べる．最小エネルギーのパラメータ微分については，次の定理
が基本となる．

定理 2.1. XとM を実Banach空間とする．Xの部分集合U0とM の開部分集合O0上で
定義された汎関数 J : U0 ×O0 → Rを考える．各 µ ∈ O0に対し，ある u(µ) ∈ U0があっ
て J(·, µ)の最小値 J∗(µ)を与えるものとする．すなわち，

J∗(µ) := min
v∈U0

J(v, µ) = J(u(µ), µ) (µ ∈ O0).

ここで，u ∈ C0(O0, X)で，J ∈ C0(U0 ×O0)かつ，任意の v ∈ U0に対し
J(v, ·) ∈ C1(O0)で，∂MJ ∈ C0(U0 ×O0,M

′)であるものと仮定すると，そのとき，
J∗ ∈ C1(O0)で，次が成り立つ．

(1) J ′
∗(µ) = ∂MJ(u(µ), µ) (µ ∈ O0).

更にもし，U0も開集合で，k ∈ Nに対し，∂MJ ∈ Ck(U0 ×O0, M
′) 及び u ∈ Ck(O0, X)

であるならば，J∗ ∈ Ck+1(O0)が成り立つ.

注意 2.2. もし U0が開集合で，J ∈ C1(U0 ×O0)及び u ∈ C1(O0, X) であるとすると，
公式 (1)は次のように簡単に得られる．

J ′
∗(µ) = Dµ[J(u(µ), µ)] = ∂XJ(u(µ), µ)[u′(µ)] + ∂MJ(u(µ), µ) = ∂MJ(u(µ), µ),

ここでDµは，µ ∈ M に関するFréchet微分を表す．最後の等式は，最小値を与える u(µ)
において，J(·, µ)の第一変分 ∂XJ(u(µ), µ) ∈ X ′が 0であることから従う．

次の定理は，∂XJ(u, µ) = 0に対する陰関数定理と，Lax-Milgramの定理から従う．

定理 2.3. XとM を実Banach空間とし，U , OをそれぞれX, M の開集合とする．
u0 ∈ U および µ0 ∈ Oと汎関数 J : U ×O → Rについて，次の条件を仮定する．

(1) J(·, µ) ∈ C2(U) (µ ∈ O)かつ ∂XJ ∈ C0(U ×O, X ′).
(2) ∂XJ(u0, µ0) = 0.
(3) ∂2

XJ(w, µ)は (w, µ) = (u0, µ0)において連続．
(4) ある α > 0があって，∂2

XJ(u0, µ0)[w,w] ≥ α∥w∥2
X (w ∈ X)を満たす．
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そのとき，(u0, µ0)の凸開近傍U0 ×O0 ⊂ U ×Oと，u ∈ C0(O0,U0)が存在し，µ ∈ O0に
対し，次の３つの条件は同値になる．
　　 a. J(·, µ)はw ∈ U0において極小値を取る．
　　 b. w ∈ U0は ∂XJ(w, µ) = 0を満たす．
　　 c. w = u(µ).
更に，このとき，J(·, µ)は u(µ)において U0における最小値を取る．

定理 2.4. 定理 2.3の条件のもとで，更に ∂XJ ∈ Ck(U ×O, X ′)がある k ∈ Nについて成
り立つと仮定する．そのとき，u ∈ Ck(O0,U0)である．

定理 2.5. 定理 2.3の条件のもとで，更に，ある k ∈ Nについて J ∈ Ck(U ×O)であると
仮定する． そのとき，J∗ ∈ Ck(O0)で，かつ (1)が成り立つ．

Lax-Milgramの定理から，定理 2.3の条件のもとでは，∂2
XJ(u(µ), µ)はXからX ′への線

形位相同型写像（すなわち，XからX ′への全単射な有界線形作用素）とみなせることが
わかるので，Λ(µ) ∈ B(X ′, X)をその逆写像として次をみたすように定義する．

∂2
XJ(u(µ), µ)[Λ(µ)h, w] = h[w] (∀w ∈ X, ∀h ∈ X ′).

このΛ(µ)は次節での楕円型偏微分方程式への応用においては，考えている境界条件のも
とでの楕円型作用素の逆写像に相当する．

定理 2.6. 定理 2.4で k = 1としたとき，

(2) u′(µ) = −Λ(µ)h0(µ) (µ ∈ O0),

が成り立つ．但し，h0(µ) := ∂M∂XJ(u(µ), µ) ∈ B(M,X ′) である．

3. エネルギー最小化問題とエネルギー解放率

以下，Rnの有界凸領域Ω0 (n ≥ 2)を一つ固定して，W 1,∞(Ω0, Rn) ∼= C0,1(Ω0, Rn) に属
する領域写像 φについて考える．また，u ∈ W 1,∞(Ω0, Rn)に対し，

|u|Lip,Ω0
:= sup

x,y∈Ω0,x ̸=y

|u(x) − u(y)|
|x − y|

,

とおく．ここで，Ω ⊂ Ω0を満たす開集合Ωを一つ固定する．φによるその変形 φ(Ω)を，
以後Ω(φ)と表すことにする．
Rn上の恒等写像を φ0(x) = x (x ∈ Rn)とおき，W 1,∞(Ω0, Rn)の開部分集合

O(Ω) :=
{

φ ∈ W 1,∞(Ω0, Rn); |φ − φ0|Lip,Ω0
< 1, Ω(φ) ⊂ Ω0

}
,

を定義しておく．以下，φはこのO(Ω)に属するものとする．縮小写像の原理から，φは
Ω0から φ(Ω0)への bi-Lipschitz変換になることがわかる．
また，Ω上で定義された関数 vに対し，Ω(φ)上の関数を φ∗v := v ◦ φ−1によって定義す
る．この φ∗はいわゆる，φに伴う押し出し作用素 (pushforward operator) である．φに
伴う Jacobi行列や Jacobi行列式を

∇φT (x) :=

(
∂φj

∂xi

(x)

)
i↓,j→

∈ Rn×n, (x ∈ Ω0),
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A(φ) :=
(
∇φT

)−1 ∈ L∞(Ω0, Rn×n), κ(φ) := det∇φT ∈ L∞(Ω0, R),

と定義すると，Ω(φ)上の微分や積分のΩへの引き戻しは，次のように表現される．

(1) [∇(φ∗v)] ◦ φ = A(φ)∇v a.e in Ω (v ∈ W 1,1(Ω)),

(2)

∫
Ω(φ)

(φ∗v)(y)dy =

∫
Ω

v(x) κ(φ)(x) dx (v ∈ L1(Ω))

φがC1級の場合によく知られたこれらの公式は，Lipschitz級の φについても成り立つ．
例えば，[3] や [17] 等を参照のこと．

命題 3.1. 任意の µ ∈ W 1,∞(Ω, Rn)に対し，次が成り立つ．
　　 1. κ ∈ C∞(W 1,∞(Ω0, Rn), L∞(Ω0))で，特に，κ′(φ0)[µ] = divµである．
　　 2. A ∈ C∞(O(Ω), L∞(Ω0, Rn×n))で，特に，A′(φ0)[µ] = −∇µT である．

写像 φ∗は Lp(Ω)から Lp(Ω(φ))への線形位相同型かつ，W 1,p(Ω)からW 1,p(Ω(φ))への線
形位相同型になる．
記述の簡単のため，次の仮定をおく．より一般の状況への拡張性については，後の注意
を参照のこと．v ∈ H1(Ω(φ))をΩ(φ) ⊂ Rn における状態を表す何らかのスカラー量とす
る．そのときの考えている系のエネルギーを

E(v, Ω(φ)) :=

∫
Ω(φ)

W (x, v(x),∇v(x))dx,

とする．ここで，W (ξ, η, ζ) ∈ Rは (ξ, η, ζ) ∈ Ω0 × R × Rnについて定義されたエネル
ギー密度関数とする．本稿では，煩雑さをさけるため，線形楕円型問題に対応する次の
形に限ることとする（注意 3.3, 3.4参照）．

(3) W (ξ, η, ζ) =
1

2

(
ζT B(ξ)ζ + b(ξ)η2

)
− f(ξ)η,

ここで，B(ξ)は n次対称行列（Rn×n
sym と表す）で，B ∈ Ck(Ω0, Rn×n

sym) かつ，ある β0 > 0

があって，

ζT B(ξ)ζ ≥ β0|ζ|2 (∀ξ ∈ Ω0,
∀ζ ∈ Rn),

を満たすものとする．ここで，kは 0以上の整数とする．同様に，bは b ∈ W k,∞(Ω0, R)
かつ b(ξ) ≥ 0 (∀ξ ∈ Ω0)を満たし，f は f ∈ W k,2(Ω0, R)を満たすものとする．このエネ
ルギーの最小化問題は，形式的に次の楕円型方程式に対応する．

−div(B(x)∇u) + b(x)u = f(x) in Ω(φ).

このエネルギーの最小化問題を，次のような非斉次Dirichlet境界条件と斉次Neumann
境界条件をもつ混合境界条件のもとで考える．
まず，ΓDを摂動されていない領域Ωの境界の空でない Lipschitz連続な部分集合とする
（いくつかの部分に分かれていても良い）．正確には有界なトレース作用素
γ0 : H1(Ω) → L2(ΓD) （但し，R(γ0) = γ0(H

1(Ω)) ̸= {0}とする）が定義されていれば
良い．g ∈ H1(Ω)を一つ固定し，v ∈ H1(Ω)に対する ΓD上の非斉次Dirichlet境界条件
γ0(v − g) = 0を考える．また，Ωの境界の ΓD以外の部分では，零Neumann境界条件
（上記線形問題の場合は，B∇uの法線成分が 0に相当）が課されるものとする．
次に，摂動された領域Ω(φ)における境界条件を述べる．ΓDに対応する境界を
ΓD(φ) := φ(ΓD) と書く．H1(Ω(φ))から L2(ΓD(φ))へのトレース作用素を γφとすると
き，v ∈ H1(Ω(φ))に対する ΓD(φ)上の非斉次Dirichlet境界条件 γφ(v − φ∗g) = 0を考え
る．また，Ω(φ)の境界の ΓD(φ)以外の部分では，同様に零Neumann境界条件が課され
るものとする．
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対応するH1(Ω(φ))のアフィン部分空間は次のようになる．

V (φ, g) := {v ∈ H1(Ω(φ)); γφ(v − φ∗g) = 0}
= {v ∈ H1(Ω(φ)); v = φ∗g on ΓD(φ)}.

ここで，V (g) = V (φ0, g) ⊂ H1(Ω)とおくとき，φ∗(V (g)) = V (φ, g)であることに注意し
ておく．摂動された領域における，次のエネルギー最小化問題を考える．

問題 3.2. 上記の仮定のもとで，V (φ, g)においてE(·, Ω(φ))を最小にする
u(φ) ∈ V (φ, g)を求めよ．すなわち，

E(u(φ), Ω(φ)) ≤ E(v, Ω(φ)) (∀v ∈ V (φ, g)).

また，このとき，

E∗(φ) := min
v∈V (φ,g)

E(v, Ω(φ)) = E(u(φ), Ω(φ)),

と定義する．これは φ ∈ O(Ω) ⊂ W 1,∞(Ω0, Rn) をパラメータとするパラメータ付き変分
問題とみなせる．
ここで，Ohtsuka [8]による定式化についていくつか注意を述べておく．

注意 3.3. 弾性体の亀裂問題では通常，空間次元 n = 2または 3で，nベクトル値の変位
場が状態を表す vに対応するが，[8]ではスカラー値の場合とベクトル値の場合では，以
下の議論に本質的な差はないことが示されている．そのため，本論文では煩雑さを避け
るため，単独楕円型方程式の場合について記述することとしたが，もちろん以下の結果
は弾性体方程式を含むベクトル値の場合に容易に拡張可能である．

注意 3.4. [8]で扱われているように，W は必ずしも (3)のような線形問題に対応してい
る必要はなく，半線形などある種の弱い非線形問題にも以下の議論は適用可能である．
大雑把に言って，H1の枠組みで取り扱える非線形性ならば大丈夫だが，そのようなW
の満たすべき仮定をすべて書き連ねることは本稿では避け，[8]の取り扱いを参考に挙げ
るにとどめる．

注意 3.5. エネルギー解放率の計算において必要な仮想亀裂進展は，本論文の枠組みでは
次のように取り扱われる．Ω∗を亀裂の入っていない領域とし，そこに初期亀裂Σ ⊂ Ω∗
が入った領域をΩ := Ω∗ \ Σとする．0 ≤ t < T をパラメータとする滑らかな仮想亀裂進
展Σ(t)を考える．ここで，Σ(t)は閉集合とし，

Σ = Σ(0) ⊂ Σ(t1) ⊂ Σ(t2) (0 ≤∀ t1 ≤∀ t2 < T ),

である．φ(t) ∈ O(Ω)を φ(0) = φ0，φ(t)(Σ) = Σ(t) かつ ∂Ω∗の近傍では φ(t)(x) = xと
なるように取る．パラメータ tとして特に，t = Hn−1(Σ(t) \ Σ) となるように選ぶ．ここ
で，Hn−1は n − 1次元Hausdorff測度を表す．仮想亀裂進展 {Σ(t)}0≤t<T に伴う，t = 0
におけるエネルギー解放率Gは，E∗の φに関する Fréchet微分E ′

∗を用いて，

G = E ′
∗(φ0)[φ̇(0)],

で与えられる．ここで，φ̇は t微分を表し，φ̇(0) ∈ W 1,∞(Ω0, Rn)の台は亀裂先端部の小
さな近傍に含まれるように出来る．そのようなφ(t)の構成については，やはり [8]を参照
のこと．すなわち，エネルギー解放率を求めることは，E∗の Fréchet微分E ′

∗(φ0)を求め
ることに帰着される．

注意 3.6. また，[8]ではそこで提案されている枠組みが，亀裂進展問題だけではなく，
他の領域変形や混合境界条件の摂動などへ，様々な応用を持つことが指摘されているが，
それらの指摘は本稿へも直接当てはまる．
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以下，W の ξ, η, ζに関する微分をそれぞれ∇ξW = (∂W
∂ξ1

, · · · , ∂W
∂ξn

)T , Wη = ∂W
∂η

,

∇ζW = (∂W
∂ζ1

, · · · , ∂W
∂ζn

)T と書く．更に，記述の簡略化のために，
W (v(x)) = W (x, v(x),∇v(x)),
∇ξW (v(x)) = ∇ξW (x, v(x),∇v(x)) などと省略して表すこととする．今，

E∗(φ) = min
v∈V (φ,g)

E(v, Ω(φ)) = min
v∈V (g)

E(φ∗v, Ω(φ)) = min
w∈V (0)

E(φ∗(w + g), Ω(φ)),

であることに注意する．E(w,φ) := E(φ∗(w + g), Ω(φ))及び E∗(φ) := minw∈V (0) E(w,φ)
とおくと，E∗(φ) = E∗(φ)である．また，変数変換公式から,

E(φ∗v, Ω(φ)) =

∫
Ω(φ)

W (y, φ∗v(y), ∇y(φ∗v)(y))dy

=

∫
Ω

W (φ(x), v(x), [A(φ)(x)]∇v(x))κ(φ)(x)dx,(4)

であることがわかる．2節で考えたパラメータ付き抽象的変分問題の枠組みをX = V (0)
及びM = W 1,∞(Ω0, Rn)として，J = Eに適用できる．例えば定理 2.1が適用出来たとす
ると，公式 (1)は次の形になる．u = u(φ0)とおくと，任意の µ ∈ W 1,∞(Ω0, Rn) に対
して，

E ′
∗(φ0)[µ] = E ′

∗(φ0)[µ] = Eφ(u − g, φ0)[µ]

=
d

dε
E(u − g, φ0 + εµ)

∣∣∣∣
ε=0

=
d

dε
E((φ0 + εµ)∗u, Ω(φ0 + εµ))

∣∣∣∣
ε=0

,

である．こうして，(4)より，E ′
∗(φ0) は，任意の µ ∈ W 1,∞(Ω0, Rn)に対し，

(5) E ′
∗(φ0)[µ] =

∫
Ω

(
∇ξW (u) · µ − (∇ζW (u))T (∇µT )∇u + W (u)divµ

)
dx,

と，領域積分によって表現される．この公式は，[8]によって得られたエネルギー解放率
の領域積分表現と全く同じものである．
特に線形の場合，(3)とその後に述べた仮定から，定理 2.5が適用でき，次の定理が得ら
れる．

定理 3.7. W が (3)で与えられるとき，k ∈ Nならば，E ∈ Ck(V (0) ×O(Ω))及び
E∗ ∈ Ck(O(Ω))で公式 (5)が成り立つ．
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楕円–放物型変分不等式に対する最適制御問題について

山崎 教昭 (室蘭工業大学 工学部)

§1 Introduction

本研究は，K.-H. Hoffmann 氏（Technische Universität München）と久保雅弘 氏（名古
屋工業大学 工学部）との共同研究である。
時間依存制約をもつ楕円–放物型変分問題を考察する：

Problem (P;f) Find a function u : [0, T ] → H1(Ω) satisfying the following:

(a) u ∈ L∞(0, T ; H1(Ω)) and b(u) ∈ W 1,2(0, T ; L2(Ω)).
(b) u ∈ K(t) for a.e. t ∈ (0, T ).
(c) For a.e. t ∈ (0, T ), the following inequality holds:

(1) (b(u)t, u − v) +

∫
Ω

a(x, b(u),∇u) · ∇(u − v)dx ≤ (f(t), u − v)

for all v ∈ K(t).
(d) b(u(0)) = b0 in L2(Ω).

ここで, T は正定数であり，Ω は RN (N ≥ 1) の有界部分領域である．b : R → R は与え
られた非減少関数である．a(x, s, p) は quasi–linear elliptic vector field であり，特に

a(x, s, p) = ∂pA(x, s, p)

となる potential function A : Ω×R×RN → R が存在するとする．(·, ·) は L2(Ω)-内積で
ある．時間依存制約 K(t) は H1(Ω) の凸部分集合であり，f(t, x) は (0, T ) × Ω 上の与え
られた関数とする．また，b0 は与えられた初期値である．
変分不等式 (1) は， 領域 {b′(u) = 0} において楕円型であり，領域 {b′(u) > 0} にお

いて放物型である．従って，(1) は 楕円–放物型変分不等式と呼ばれ，ダムなど porous
media 内の水の浸透を記述するモデルの弱形式としてあらわれる (cf [1]).
本講演では，時間依存制約をもつ楕円–放物型変分問題 (P;f)の最適制御問題を考察す

る．つまり，次の問題を考える：

Problem (OP;f): Find the optimal control f ∗ ∈ F such that

J(f∗) = inf
f∈F

J(f).

ここで，J(f) は

J(f) :=
1

2

∫ T

0

|b(u) − bd|2L2(Ω)dt +
1

2

∫ T

0

|f |2H1(Ω)dt +
1

2

∫ T

0

|ft|2L2(Ω)dt

と定義されたコスト関数である．f は制御コントロール，b(u) は状態問題 (P;f)の解であ
り，bdは L2(0, T ; L2(Ω)) の与えられた目標である．また，F は

F := {f ∈ L2(0, T ; H1(Ω)); ft ∈ L2(0, T ; L2(Ω))}
と定義されたコントロール空間である．

11
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§2 主定理
次を仮定する：
(A1) a(x, s, p) = ∂pA(x, s, p) for some potential function A(x, s, p). There exist con-

stants µ > 0, C1 = C1(a) > 0 and C2 = C2(a) > 0 such that

[a(x, s, p) − a(x, s, p̂)] · (p − p̂) ≥ µ|p − p̂|2,
|a(x, s, p)|2 + |A(x, s, p)| + |∂sA(x, s, p)|2 ≤ C1(1 + |s|2 + |p|2),

|a(x, s, p) − a(x, ŝ, p)| ≤ C2(1 + |p|)|s − ŝ|
for all x ∈ Ω, s, ŝ ∈ R, p, p̂ ∈ RN . Moreover, a(·, ·, ·) and A(·, ·, ·) satisfy the
Caratheodory condition.

(A2) b : R → R is bounded, nondecreasing and Lipschitz continuous.
(A3) K(t) is a non-empty, closed and convex set in H1(Ω) for all t ∈ [0, T ].
(A4) For any z, z ∈ K(t) and w, w ∈ H1(Ω) with w ≤ z, z ≤ w, we have

w ∨ z, z ∧ w ∈ K(t),

where u ∨ v := max{u, v}, u ∧ v := min{u, v}.
(A5) There is a function α ∈ W 1,2(0, T ) satisfying the following property (⋆):

(⋆) : For any 0 ≤ s < t ≤ T , w ∈ H1(Ω) with |w(x)| ≤ |b|∞ a.e. in Ω and
z ∈ K(s) there exists z̃ ∈ K(t) such that

|z̃ − z|L2(Ω) ≤ |α(t) − α(s)|(1 + |z|H1(Ω))

and ∫
Ω

A(x,w(x),∇z̃(x))dx −
∫

Ω

A(x,w(x),∇z(x))dx

≤ |α(t) − α(s)|(1 + |z|2H1(Ω) + |w|H1(Ω)|z|H1(Ω)).

(A6) There is a constant C3 = C3(K) > 0 such that

|z|H1(Ω) ≤ C3(1 + |∇z|L2(Ω)) for all z ∈ K(t) and t ∈ [0, T ].

(A7) If z, z ∈ K(t) and ∇[z − z]+ ≡ 0, then z ≤ z.

このとき，次の定理を得た。

主定理 (Existence of optimal control)
Assume (A1)–(A7) are satisfied, and let b0 = b(u0) for some u0 ∈ K(0). Let bd be an
element in L2(0, T ; L2(Ω)). Then, there exists at least one optimal control f ∗ ∈ F such
that

J(f∗) = inf
f∈F

J(f).
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IDENTIFICATION OF THE ABSENT SPECTRAL GAPS IN A CLASS
OF GENERALIZED KRONIG-PENNEY HAMILTONIANS

HIROAKI NIIKUNI
(DEPARTMENT OF MATHEMATICS, TOKYO METROPOLITAN UNIVERSITY)

In this talk we study the spectral gaps of the one-dimensional Schrödinger operators with
particular periodic point interactions. We fix κ ∈ (0, π) ∪ (π, 2π). Let

Γ1 = 2πZ, Γ2 = {κ} + 2πZ, Γ = Γ1 ∪ Γ2.

For θ1, θ2 ∈ [−π/2, π/2) and A1, A2 ∈ SO(2)\{±I}, we define the operator H = H(θ1, θ2, A1, A2)
in L2(R) as follows.

(Hy)(x) = − d2

dx2
y(x), x ∈ R \ Γ,

Dom(H) =
{

y ∈ H2(R \ Γ)
∣∣∣ (

y(x + 0)
y′(x + 0)

)
= eiθjAj

(
y(x − 0)
y′(x − 0)

)
, x ∈ Γj , j = 1, 2

}
.

Since Aj ∈ SO(2) \ {±I}, we can write the elements of Aj as

Aj =
( cos αj − sin αj

sin αj cos αj

)
, αj ∈ (−π, 0) ∪ (0, π).

The operator H is self-adjoint. Since the set σ(H(θ1, θ2, A1, A2)) is independent of θ1 and θ2,
we hereafter discuss only the case where

θ1 = θ2 = 0.

Next, we define the spectral gaps of H. To this end, we consider the equation
−y′′(x, λ) = λy(x, λ), x ∈ R \ Γ(

y(x + 0, λ)
y′(x + 0, λ)

)
= Aj

(
y(x − 0, λ)
y′(x − 0, λ)

)
for x ∈ Γj , j = 1, 2,

(1)

where λ is a real parameter. This equation has two solutions y1(x, λ) and y2(x, λ) which are
uniquely determined by the initial conditions

y1(+0, λ) = 1, y′1(+0, λ) = 0,

and
y2(+0, λ) = 0, y′2(+0, λ) = 1,

respectively. We introduce the discriminant D(λ) of the equation (1):

D(λ) = y1(2π + 0, λ) + y′2(2π + 0, λ).(2)

Let λj be the (j + 1)st zero of D(·)2 − 4. Then we have

λ0 < λ1 ≤ λ2 < λ3 ≤ λ4 < · · · < λ2k−1 ≤ λ2k < · · · → ∞.

We define

Bj = [λ2j−2, λ2j−1], Gj = (λ2j−1, λ2j).

Then we derive

σ(H) =
∞⋃

j=1

Bj .

13
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The open interval Gj is called the j-th gap of the spectrum of H, the closed interval Bj the j-th
band. The aim of this study is to determine whether or not the j-th gap is absent for a given
j ∈ N. Throughout this talk we use the notations

a ≡ b if a − b ∈ πZ, a 6≡ b if a − b 6∈ πZ

for a, b ∈ R. For convenience we adopt the following classification of the parameters α1 and α2.

(I) α1 − α2 6≡ 0, α1 + α2 6≡ 0.

(II) α1 + α2 ≡ 0.

(III) α1 − α2 ≡ 0, α1 + α2 6≡ 0.

Our main results are the following three theorems.

Theorem 1. If the condition (I) holds, then

Gj 6= ∅ for all j ∈ N.

Theorem 2. Suppose that (II) is valid.
(1) Let κ/π 6∈ Q. Then we have

{j ∈ N| Gj = ∅} = {3}.
(2) If κ/2π = q/p, (p, q) ∈ N2, gcd(p, q) = 1, then

{j ∈ N| Gj = ∅} = {3} ∪ {pk + 1 | k ∈ N}.

Theorem 3. Assume that (III) is valid. We put ηj = π2j2/4(π − κ)2 for j ∈ N. Then it
holds that

∞⋃
k=1

Bk ∩ Bk+1 =
{

ηj

∣∣∣ − 2
(√

ηj +
1

√
ηj

)−1
cot κ

√
ηj = tanα1 and j ∈ N

}
.
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LIFE SPAN OF SOLUTIONS OF SUPERLINEAR HEAT EQUATION

佐藤 翔大　 (東北大学大学院理学研究科数学専攻)

本講演では、次の半線型熱方程式の初期値-境界値問題

(P)

 ut(x, t) = ∆u(x, t) + f(u(x, t)) in Ω × (0,∞),
u(x, t) = 0 on ∂Ω × (0,∞),
u(x, 0) = ρφ(x) in Ω

を考える. ここで、ΩはRN のなめらかな有界領域、ρ > 0はパラメーター、φ(x)はΩ上
の非負連続関数、f(u)は [0,∞)上の非負連続関数である. この問題に対し、解の life span
の ρ → ∞ における漸近挙動を考える. ここで、解の life spanとは、古典解での最大存在
区間、すなわち、初めて爆発する時間とする.
常微分方程式の life spanと異なり、一般に、偏微分方程式の life spanは陽に求めるこ

とは困難である. そこで本論文では、初期値が大きいという条件下でその挙動を考える.
以下では、ρを十分大きなパラメーターとし、(P)の解の life spanを T (ρ)と表す.
非線型項 f(u)および初期値 φ(x)に対しては、

(A)

 φ(x) ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω̄), M
def
= maxx∈Ω̄ φ(x) > 0, φ(x)|∂Ω = 0,

f(u) ∈ C2((0,∞)) ∩ C([0,∞)), f(u), f ′(u), f ′′(u) > 0 for ∀u > 0,∫ ∞
1

1
f(u)

du < ∞

を仮定し、また、

F (u) :=

∫ ∞

u

1

f(z)
dz

と定める.
仮定 (A)より、limu→∞ f(u)/u = ∞が成り立つので、ρ → ∞とすると、

ut(x, 0) = ρ∆φ(x) + f(ρφ(x))

において、ρ∆φ(x)に比べて f(ρφ(x))が大きくなる. 従って、ρが大きいとき、拡散項よ
り非線型項が強くなると考えられる. これを踏まえると、拡散項を消去した常微分方程式
zt = f(z) (t > 0), z(0) = M の解の life span F (ρM)が大きく関係すると考えられる. 実
際、T (ρ)について次のことが成り立つ.

定理 1. f(u), φ(x)が (A)を満たすとする. このとき、

T (ρ) = F (ρM) + o(F (ρM)) as ρ → ∞
となる.

これは、(P)の解の life spanがρ → ∞のとき、常微分方程式zt = f(z) (t > 0), z(0) = M
の解の life span F (ρM)に近づくことを示している. 言い換えれば、ρが十分大きいとき、
life spanに対して、非線型項 f(u)と比べて拡散の効果が小さくなり、拡散の効果は漸近
展開の高次の項として現れると考えられる. 実際、次の結果が成立する.

定理 2. f(u), φ(x)が (A)を満たすとする. φ(x)が有限個の点でのみ最大となり、すべて
の最大点 a ∈ Ωに対して、

(D2φ(a)x, x) < 0 for ∀x ∈ RN

15
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を満たし、f(u)が任意の β > 0に対して、

lim
u→∞

u1+βf ′(u)

f(u)1+β
= 0

を満たし、ある α > 2が存在して、十分大きな uに対して、
d

du

( f(u)

u log uα

)
≥ 0

が成り立つとする.このとき、
T (ρ) = F (ρM) + min

φ(a)=M
|∆φ(a)|ρf(ρM)−1F (ρM)

+ o(ρf(ρM)−1F (ρM)) as ρ → ∞
となる.

このように、第 2項に |∆φ(a)|が現れており、拡散の効果が ρ → ∞の life span T (ρ)に
影響していることがわかる.
次に、φ(x)の peakが平坦な場合を考えると、高次項はより小さくなる.

定理 3. f(u), φ(x)が (A)を満たし、ある a ∈ Ω, d > 0に対して、

φ(x) ≡ M on {x ∈ Rn; |x − a| ≤ d} ⊂ Ω

を満たすとする. このとき、ある定数C > 0を用いて、

T (ρ) = F (ρM) + o(exp(−CF (ρM)−1)) as ρ → ∞
となる.

以上の結果を証明するために、supersolutionと subsolutionを構成して、それらの life
spanを評価する.すると、比較原理により、T (ρ)は supersolutionの life spanにより下か
ら、subsolutionの life spanにより上から抑えられる. 定理の証明に必要な supersolution
と subsolutionの構成は、非線型項が upである半線型熱方程式の life spanに関する論文
[1],[2]の手法を一般化し、拡散項を消去した常微分方程式の解と非線型項を消去した熱方
程式の解を用いる.
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リーマンゼータ関数，ベルヌーイ多項式とソボレフ不等式の最良定数

亀高 惟倫，山岸 弘幸 (阪大基礎工 D3)，渡辺 宏太郎 (防衛大)，
永井 敦 (日大生産工)，武村 一雄 (東京工科大)

リーマンゼータ関数 ζ(z) =
∞∑

n=1

n−z (Re z > 1) の偶数における値 ζ(2M) (M =

1, 2, 3, · · · ) の変分学的な意味付けを行った．

定理 HM =

{
u(x)

∣∣∣∣ u(M)(x) ∈ L2(0, 1),

u(i)(1) − u(i)(0) = 0 (0 ≤ i ≤ M − 1),

∫ 1

0

u(x)dx = 0

}
に属する任意の関数 u(x)に対し，u(x)によらない正定数Cがあって，ソボレフ不等式(

sup
0≤y≤1

|u(y) |
)2

≤ C

∫ 1

0

∣∣ u(M)(x)
∣∣2 dx

が成り立つ．Cのうち最良のものは

CM =
2 ζ(2M)

(2π)2M
=

BM

(2M)!

である．ここでBM はベルヌーイ数である．
上の不等式でCをCM でおきかえるとき，0 ≤ y ≤ 1なる任意の yと，任意の複素数 c

に対し， u(x) = c b2M( |x− y| ) に対して等号が成り立つ．bi(x)は i次ベルヌーイ多項式
である．

ベルヌーイ多項式 bi(x) (i = 0, 1, 2, · · · ) は
b0(x) = 1

b′i(x) = bi−1(x),

∫ 1

0

bi(x) dx = 0 (i = 1, 2, 3, · · · )

によって定められる．

b0(x) = 1, b1(x) = x − 1

2
, b2(x) =

1

2
x2 − 1

2
x +

1

12
, · · ·

である．
17
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可解条件
∫ 1

0

f(y) dy = 0 をみたす区間 0 < x < 1 上の任意の有界連続関数 f(x)に

対して，境界値問題

BVP
(−1)Mu(2M) = f(x) (0 < x < 1)

u(i)(1) − u(i)(0) = 0 (0 ≤ i ≤ 2M − 1)∫ 1

0

u(x)dx = 0

は唯一つの解をもち，解 u(x)はグリーン関数G(x, y)によって

u(x) =

∫ 1

0

G(x, y) f(y) dy (0 < x < 1)

と表示される．

G(x, y) = (−1)M−1 b2M(|x − y|) = 2
∞∑

n=1

(2πn)−2M cos( 2πn(x − y) )

(0 < x, y < 1)

である．とくに

G(y, y) = (−1)M−1 b2M(0) = 2
∞∑

n=1

(2πn)−2M =
2

(2π)2M
ζ(2M)

である．
関数空間HM に対して

(u, v)M =

∫ 1

0

u(M)(x) v(M)(x) dx

は内積となり，HM はこの内積によりヒルベルト空間となる．G(x, y)はヒルベルト空間
HM と内積 ( ·, · )M に関し，再生核である．すなわち，任意の u(x) ∈ HM に対して∫ 1

0

u(M)(x) ∂M
x G(x, y) dx = u(y) (0 < y < 1)

が成り立つ．
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第２８回 発展方程式若手セミナー
アブストラクト

拡散項を伴う３種 POPULATION MODELの解析について

大屋 博一 (早稲田大学 理工学部)

本講演では、関岡直樹氏 (早稲田大学大学院理工学研究科)の修士論文における結果を
紹介する。
次の 3種 population model(P)に対する正値解の存在や安定性を議論する。

(P)



ut = ∆u + u(1 − u − kv) in Ω × (0,∞),

vt = ∆v + v(1 − lu − v + mw) in Ω × (0,∞),

wt = ∆w + dw(1 − nv − w) in Ω × (0,∞),

∂u

∂ν
=

∂v

∂ν
=

∂w

∂ν
= 0 on ∂Ω × (0,∞),

u(·, 0) = u0(·) ≥ 0, v(·, 0) = v0(·) ≥ 0, w(·, 0) = w0(·) ≥ 0.

ここで d, k, l, m, nは全て正定数とする。また Ω ⊂ RN は境界が滑らかな有界領域とす
る。3種の生物の役割を表す反応項について、種wは種 vとの関係が捕食者—被捕食者の
関係になる反面、種 uとの直接の関係はないように反応項を選んでいることに注意する。
問題 (P)において、w ≡ 0と置くと u, vの競争する 2種によるシステムに帰着され、係数
(ここでは kと lがそれに対応する)の大小関係により種の共存あるいは絶滅などを分類す
ることが出来る。さらに問題によっては安定多様体や不安定多様体なども構成でき、より
詳しい解の挙動を考察することが出来る。このように、2種の生物種に対する数理モデル
に関してはより多くの研究により詳細な解構造が示されている。このような 2種の生物種
モデルに第 3種目を加えることにより、その第 3種目の効果が解構造に対しどのように影
響を及ぼすのかを考察することは自然なことであり、また重要なことである。本講演では
特に問題 (P)の正値定数定常解

ûp := (û, v̂, ŵ) =

(
1 + mn − k − km

1 + mn − kl
,

1 − l + m

1 + mn − kl
,
1 + nl − kl − n

1 + mn − kl

)
からの非定数正値解の分岐について考えていきたい。具体的なテーマとしては問題 (P)の
第 3式にある係数 dをパラメータと見たときの正値定数定常解の安定性、および正値定数
定常解からのHopf分岐などについて述べていきたい。
まずはじめに問題 (P)の正値定数定常解が存在するための条件は m > l − 1, n > k,

kl < 1 + n(l − 1)である。この条件は大雑把に考えると 3種の種間の影響力について、w

が vに及ぼす効果が uが vに及ぼす効果よりも強いが wは vによって強く増加を抑えら
れている、という状況に対応すると考えてよい。ここで定理を述べる前にいくつか記号を
導入する。
まず、0 = α0 < α1 < α2 · · · を同次ノイマン境界条件の下での−∆の固有値とし、すべ

て単純であると仮定する。これを用いて d∗
i , d∗∗

j (i, j = 1, 2, · · · )を次のように定義する。

d∗
i =

−S2 +
√

S2
2 − 4S1S3

2S1

, d∗∗
j =

−α3
i − α2

i (û − v̂) + αi(kl − 1)

ŵ[α2
i + αi{û + v̂(1 + mn)} + ûv̂(1 + mn − kl)]

.
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ただしA = αi + û, B = αi + v̂として

S1 = ŵ2(A + B + mnv̂), S2 = ŵ{αi(2A + 2B + mnv̂) + (A + B)2 + Bmnv̂},

S3 = (A + B)(AB − klûv̂) + 2αi(AB − klûv̂) + α2
i (A + B).

ここで αiの単調性から d∗
i > 0, d∗∗

j > 0を満たす i, jはそれぞれ有限個であることが確認
できる。このことを踏まえ d∗ = max{{d∗

i }i, {d∗∗
j }j} < +∞として定義し、d∗

i , d∗∗
j は重複

または一致しないものと仮定すると次の定理が成り立つ。

Theorem 1 (正値定数定常解 ûpの安定性).　
(a) 1 > klの場合 ûpは d > 0で安定である。
(b) 1 < klの場合 ûpは d > d∗で安定であり、0 < d < d∗で不安定である。

上記の定理において、(a)の場合は uまたは vの効果が支配的となり、また (b)の場合
は特に d > 0の値が大きければ wの効果が支配的となりそれぞれ定数定常解の安定性を
保証している。しかしながら (b)の場合で特に d > 0が小さいときは 3種のバランスが微
妙となり定数定常解が不安定となる。実際、(b)の条件下においては次が成立する。

Theorem 2 (ûpからの分岐解の存在)　
(i) d∗

i > 0をみたす d∗
i は有限個である。ここで d∗

i > 0をみたす番号 iのうちで最大のも
のを i∗とすれば 0 ≤ i ≤ i∗をみたすすべての iに対して d = d∗

i において正値定数定常解
ûpからHopf分岐がおきる。

(ii) d∗∗
j > 0をみたす d∗∗

j は有限個である。ここで d∗∗
j > 0をみたす番号 jのうちで最大

のものを j∗とすれば 0 ≤ j ≤ j∗をみたすすべての jに対して d = d∗∗
j において正値定数

定常解 ûpから分岐がおきる。

上記の定理を述べるため (すなわち安定性を議論するため)に固有値問題を考える必要
がある。このような問題に対しては Fourier級数展開を用いることにより対応する 3次方
程式を解析すればよいことがわかる。ここでは単純固有値に対する分岐を考えるために
Crandalland-Rabinowitz [1]-[3] に即して議論を進める。これらの議論を適用するために、
ノイマン境界条件における−∆の固有値に対する単純性と対応する d∗

i および d∗∗
j がすべ

て一致・重複しない、という仮定の下で考察している。しかしながら反応項にある係数や
固有値 αiの関係により d∗

i や d∗∗
j が一致・重複する場合も考えられる。こういったことは

対応する固有値が上記の 3次方程式によって支配されるという事実に大きく関係してい
る。このように問題に応じては分岐点において単純でない固有値を扱う場合も生じるが、
今後はこのような固有値からの分岐解析を行っていきたい。
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有界領域におけるGRAY-SCOTTモデルの定常解構造について

佐藤 典弘 (早稲田大学大学院理工学研究科)

次のGray-Scottモデルの定常問題 (SP)に対して考察する.

∆u − uv2 + λ(1 − u) = 0 in Ω,

γ∆v + uv2 − v = 0 in Ω,

∂u

∂n
=

∂v

∂n
= 0 on ∂Ω.

ただし, Ωは滑らかな境界 ∂Ωを持つRN内の有界領域であり, ∂
∂n
は単位法線方向微分を

表す. この問題に対して様々な観点から研究がなされてきたが, ここでは以下の問題につ
いて考える.

(I)定常問題 (SP)に対する非自明解の非存在に関する λと γの十分条件を求める.
(II)定常問題 (SP)に対する分岐構造はどのようになっているか？

問題 (I)に関する既知の結果はほとんどなかったが, 今回以下の定理を得ることができた.

Theorem 1. λ ≤ 4とする. そのとき, λのみに依存するある正定数 C1(λ)が存在し,
γ ≥ C1(λ)を満たすならば, (SP)の解は定数のみである.

証明は [3]と同様な方針を用いる.

Theorem 2. λ > 4かつ λγ ≥ 1を仮定する. そのとき, λと µ1のみに依存するある正定
数 C2(λ, µ1)が存在して, γ ≥ C2(λ, µ1)ならば, (SP)の解は定数のみである. ただし, µ1

はノイマン境界条件下での−∆の第 1固有値である.

Theorem 1と同様の方針で Theorem 2を証明することは困難である. 証明のために以
下の最大値原理が必要である.

Maximum Principle([1]) g ∈ C(Ω̄ × R1)を仮定する.
(i) w ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω̄)が

∆w(x) + g(x,w(x)) ≥ 0 in Ω,
∂w

∂µ
≤ 0 on ∂Ω,

を満たし, w(x0) = maxΩ̄ wとおくならば, g(x0, w(x0)) ≥ 0が成り立つ.
(ii) w ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω̄)が

∆w(x) + g(x,w(x)) ≤ 0 in Ω,
∂w

∂µ
≥ 0 on ∂Ω,

を満たし, w(x0) = minΩ̄ wとするならば, g(x0, w(x0)) ≤ 0が成立する.

この最大値原理を用いて, 解のアプリオリ評価を得ることができる.

Lemma 3. (u, v)を (SP)の任意の解とする. そのとき,

0 < u(x) ≤ 1, v(x) ≥ 0 for x ∈ Ω̄.

Lemma 4. λγ ≥ 1を仮定する. (SP)の解 (u, v)について, 以下の不等式が成り立つ;

u(x) + γv(x) ≤ λγ for x ∈ Ω̄.
21



22 佐藤 典弘 (早稲田大学大学院 理工学研究科)

Theorem 2の証明の鍵となるのは, (u, v)を (SP)の解とした際に, vに関するポアンカ
レ不等式の逆のタイプの不等式を導くことである;

γ

∫
Ω

|∇v|2dx ≤ C3(λ)

∫
Ω

(v − v̄)2dx.

ただし, C3(λ)は λのみに依存する正定数, v̄ = 1
|Ω|

∫
Ω

vdxである.

次に, 問題 (II)に対して考察する. 以下の定理が成り立つことが知られている.

Theorem MK([2]) λ > 4とする. µn > 0 (n = 1, 2, 3 · · · )をノイマン境界条件における
−∆の第 n固有値であるとし, (us, vs) =

(
λ−

√
λ2−4λ
2λ

, λ+
√

λ2−4λ
2

)
と定める.

(1) γn :=
µn + λ − v2

s

µn (µn + λ + v2
s)

,

とおくと, γ = γnにおいて (us, vs)から非自明な解が分岐する.

Remark 5. (1)で定義した数列 {γn}に関しては, (a)µ1 ≥ D(λ)のとき単調減少し 0に収
束する. また, (b)µ1 < D(λ)のときは最初は単調増加するが, その後単調減少し 0に収束
する. ただしD(λ) = λ − v2

s + vs

√
2 (v2

s − λ)である.

γがγnの近傍にあるとき,解 (u, v, γ) = (Φn(ϵ), Ψn(ϵ), γn(ϵ))は以下のように記述できる.

Φn(ϵ) = us + ϵ {(aϕn) + u∗} ,

Ψn(ϵ) = vs + ϵ {(bϕn) + v∗} ,(2)

γn(ϵ) = γn + ϵγ′(0) + o(ϵ).

ただし, ϕnは µnに対応する第 n固有関数を表し, u∗と v∗は o(1)の関数である. また, a
と bは

(3) a2 + b2 = 1, v2
sa + (1 − γnµn)b = 0, a < 0 < b,

を満たす定数である.

分岐の方向性に関しては今まで知られていなかったが, 今回以下のように特徴付けを行
うことができた.

Theorem 6. λ > 4を固定する. (Φn(ϵ), Ψn(ϵ), γn(ϵ))を (2)で与えられる分岐解とする.
そのとき,

γ′(0) =
(d − c)(2vsa + usb)

∫
Ω

ϕ3
ndx

dµn

∫
Ω

ϕ2
ndx

.

ただし, aと bは (3)で定義した定数であり, cと dは

c2 + d2 = 1, 2c + (γnµn − 1)d = 0, c < d,

を満たす正定数である.

Remark 7. 2vsa + usbは µn > 3v2
s − λのとき正であり, µn < 3v2

s − λのとき負である.
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第２８回 発展方程式若手セミナー
アブストラクト

双安定反応拡散方程式の遷移層を持つ定常解について

松澤　寛 (沼津工業高等専門学校 教養科)
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第２８回 発展方程式若手セミナー
アブストラクト

FUNCTIONAL DIFFERENTIAL EQUATIONS OF A TYPE SIMILAR
TO f ′(x) = 2f(2x + 1) − 2f(2x − 1) AND IT’S APPLICATION TO

POISSON’S EQUATION

米田 剛
東京大学数理科学研究科

[1, 2]は f ′(x) = F (f(2x)), x ∈ R （F は或る条件を満たす）における大域解の存在を
考えたり

(0.1) f ′(x) = af(λx) + bf(x) a, b ∈ R, λ > 0, x ∈ [0,∞)

の形の方程式の解をディリクレ級数で構成した。（a, b, λは或る条件を満たす。）(0.1)に関
しては物理的要請から出てきた方程式であり、電車のパンタグラフと架線が織り成す振動
から考え出された方程式である（[6, 7]参照）。[4, 5] はその (0.1) に於ける漸近解について
研究している。その後 [8, 9, 10]では上述で紹介した参考文献の解析方法とは全く違った
方法で、f ′(x) = 4f(2x)及び f ′(x) = λ2f(λx), λ > 1の方程式の解の一つを構成をした。
この構成方法を使うと数値計算が容易である。そのグラフを下に示そう。

5 10 15 20

-2
-1

1
2

Figure 1. f ′(x) = 4f(2x)

[10]で使われている方法論を使うと、φ′(x) = 2φ(2x + 1) − 2φ(2x − 1)及びそれを一般
化した形の関数微分方程式についての解の存在や一意性が議論できる。この方程式の解に
関しては幅広い応用を有し、遅れ型関数微分方程式（[11]参照）や 1次元ポアソン方程式
に応用出来る。
主結果は次の通りである。

Theorem 0.1. 関数微分方程式

(0.2)

(
∂

∂x

)α

f(x) = λ|α|+d
∑

j

cjf(λx − bj), λ > 1, cj ∈ R, bj ∈ Rd

は L1(R)上で解空間の次元が 1になる。尚、{cj}j と {bj}jは或る条件を満たし、αi ≥ 1,
i = 1, 2, · · · , dにおいて α = (α1, α2, · · · , αd)は multli-indexである。さらに解は C∞(R)
になり、パソコンによる数値計算も容易である。（数値計算の具体例は下を参照）
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振り子の方程式の線形化問題に対するすべての固有値・固有関数について

若狭　徹 (早稲田大学大学院理工学研究科)
四ツ谷　晶二 (龍谷大学理工学部)

1. Introduction

次の 1次元非線形境界値問題

(1)

{
ε2u′′(x) + f(u(x)) = 0 in (0, 1),

u′(0) = u′(1) = 0

及び (1)の非自明解 u = u(x)に対する線形化固有値問題

(2)

{
ε2φ′′(x) + f ′(u(x))φ(x) + µφ(x) = 0 in (0, 1),

φ′(0) = φ′(1) = 0.

について考える. ここで ε > 0, f ∈ C1(R)である.
問題 (1)はある反応拡散方程式の定常問題として与えられ, また (2)は定常解 u(x)の安

定性を決定する. 文献 [1]や [3]によれば “time-map”と呼ばれる関数を解析することによ
り, (1)の解構造やその不安定指数が決定される. また ε > 0が十分小さい場合は応用上重
要であり, このとき u(x)のグラフは layerや spikeと呼ばれる特徴的なパターンを持つこ
とが知られている. この場合の (2)の固有関数のグラフの形状について関心がある.

本講演では, “representation equation”と呼ばれる方程式を導き, これを解くことによ
り (2)の厳密解が求まることを示す. 特にこれの方法を

f(u) = sin u (振り子の方程式)

の場合に応用し, (1)の任意の非自明解 u(x)に対する線形化問題 (2)の全ての固有値及び
固有関数が, ある楕円積分を含む超越方程式により完全に決定されることを明らかにする.

2. Main Results

以下 f(u) = sin uとし, −π ≤ u(x) ≤ πを仮定する. このとき (1)の全ての非自明解は
(εn(k),±un(x; k))の形により与えられる. ただし n ∈ N, k ∈ [0, 1),

εn(k) :=
1

2nK(k)
, un(x; k) := 2 sin−1

[
k · sn

(
K(k)(1 + 2nx), k

)]
(K(k), sn(x, k)は第 1種完全楕円積分及び Jacobiの楕円関数) である. 特に u1(x; k)は x
について単調減少な関数である.

このとき (2)に対する representation equationは

(3) 2(cos u − 1 + 2k2)Φuu − sin uΦu + (cos u + µ)Φ = 0, u ∈ (−2 sin−1 k, 2 sin−1 k)

により与えられる. 以下準備として (3)の解析を行う. 簡単な計算により (µ, Φ) = (k2 −
1, cos u/2), (k2, sin u/2)は (3)を満たすことがわかる. 次に k2 − 1 < µ < 0又は k2 < µと
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し, Φcos及びΦsinを次により定義する:

Φcos(u, µ; k) :=
√

h(u, µ; k) · cos

(∫ u

0

√
2ρ(µ, k)√

cos s − 1 + 2k2 · h(s, µ; k)
ds

)
,

Φsin(u, µ; k) :=
√

h(u, µ, k) · sin

(∫ u

0

√
2ρ(µ, k)√

cos s − 1 + 2k2 · h(s, µ; k)
ds

)
,

ただし

h(u, µ; k) :=

{
cos u − 1 + 2k2 − 2µ, k2 − 1 < µ < 0,

1 − 2k2 − cos u + 2µ, µ > k2,

ρ(µ, k) := µ(µ − k2)(µ − k2 + 1)

である. これらは (3)の線形独立な解を与える ([2]の解法による). またこれらの u =
± sin−1 kにおける境界値は

A(µ, k) :=

√
µ(µ − k2 + 1)

µ − k2
Π

(
k2

µ − k2
, k

)
, k ∈ [0, 1), k2 − 1 < µ < 0, k2 < µ,

(Π(ν, k)はパラメータ ν, 母数 kの第 3種完全楕円積分) を用いて表すことができる. この
とき次の事実を証明することができる.

命題 1. 0 < A0 < π/2又は π/2 < A0とする. µに関する超越方程式A(µ, k) = A0は任意
の k ∈ [0, 1)に対して一意の解 µ(k,A0)を持ち, さらに limk→1−0 µ(k,A0) = 0 (0 < A0 <
π/2), 1 (π/2 < A0)が成り立つ.

以下 µn
j (k)及び φn

j (x; k) (n ∈ N, j ∈ N ∪ {0})は (εn, un(x; k))に対する線形化問題 (2)
の (j + 1)-番目の固有値及び固有関数を表すものとする. 以上の準備の下で次の定理が成
り立つ.

定理 1. 線形化問題 (2)について次が成り立つ:

(i) µn
0 (k) = k2 − 1, φ0(x; k) = cos

un(x; k)

2
.

(ii) µn
n(k) = k2, φn

n(x; k) =
1

k
sin

un(x; k)

2
.

定理 2. j ̸= 0, nとする. このとき µn
j (k) = µ(k, jπ/2n) であり, 対応する固有関数は次で

与えられる:

φn
j (x; k) =

√
h(un(x; k), µn

j (k); k) cos

∫ x

0

2
√

ρ(µn
j (k))

h(un(y; k), µn
j (k); k)

dy

 .
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消散項付き非線形波動方程式の外部問題の解について

竹田 寛志 (東北大学大学院　理学研究科)
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第２８回 発展方程式若手セミナー
アブストラクト

ASYMPTOTIC BEHAVIOR OF SOLUTIONS FOR NONLINEAR
SCHRÖDINGER EQUATIONS WITH STARK POTENTIAL

中村能久 (熊本大学大学院　自然科学研究科　研究生)

本講演では次の Stark ポテンシャルのついた空間 1次元における非線形 Schrödinger 方
程式の初期値問題を考える.

(NLS)

 i∂tu = −1

2
∂2u + V (x)u + F (u), (t, x) ∈ R × R,

u(0, x) = u0(x), x ∈ R,

ここで ∂t = ∂/∂t, ∂ = ∂x = ∂/∂x. 線形ポテンシャル V は次で与えられる (Stark ポテン
シャル).

(1) V (x) = Ex ; E ∈ R \ {0} .

非線形項 F (u) = λ1u
3 + λ2ū

3, λj ∈ C, j = 1, 2 である.
近年, ボーズ-アインシュタイン凝縮の発見に伴い, 線形ポテンシャル効果の入った非線

形 Schrödinger 方程式 (NLS)の研究が盛んになってきている. 興味深い事にポテンシャル
効果の入ったNLSの解はポテンシャル効果の入ってないNLSの解と異なる性質を示す事
がある. 例えば調和振動子ポテンシャル (V (x) = c|x|2)の場合, その効果により V ≡ 0の
場合には爆発が起こる非線形項に対して時間大域解が存在したり, 長距離散乱理論が必
要な非線形項に対して短距離散乱理論が適用できたり等である (例えば [2, 3] 参照). ここ
では V (x)が空間に関して線形の場合 (1) を扱う. 線形散乱理論においては次の定理に基
づき様々な結果が知られている (例えば [12] 参照).

定理 A (Avron and Herbst[1]). HE = −1
2
∂2 + Ex とする. f ∈ L2(R)　に対して

UE(t)f = e−itHEf = e−
it3

6
|E|2e−itExe

t2

2
E∂e−itH0f,(2)

ここで g ∈ L2, a ∈ R に対して ea∂g(x) = g(x + a), またH0 = (−1/2)∂2である.

この定理をNLSに適用する事により解の存在等が示される ([4, 11]参照). 今回得られ
た結果は (NLS) の初期値問題の解の漸近挙動に関するものである (E = 0 の場合は, 例え
ば [5, 6, 10] 参照. また終値問題に関しては, 例えば [7, 8, 9, 11]参照).

定理 1. 非線形項 F (u) = λ1u
3 + λ2ū

3, λj ∈ C, j = 1, 2 とする. 1
2

< γ < 2 に対して
u0 ∈ Hγ ∩ H1,γ とし ε = ∥u0∥Hγ∩H1,γ は十分小さいと仮定する. このとき (NLS) の一意
解 u が存在して次を満たす.

u ∈ C([0,∞); Hγ ∩ H0,γ),

∥u(t)∥L∞ = Cε((1 + t)−1/2).

ただし C > 0. さらにこのとき一意の終状態 u+ ∈ L2 ∩ L∞ が存在して, ある d > 0 に対
して

∥FUE(−t)u(t) − u+∥L2∩L∞ = O(t−d), as t → ∞,

が成り立つ.
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注意 2. 証明においてはゲージ不変性のない非線形項を評価する事が重要である Avron-
Herbst の公式 (2) により, 初期値問題 (NLS) の一意解 u には時間が大きくなると振動が
生じてくる. よって非線形項が振動を伴った漸近挙動を示す。したがってこの振動に関し
て部分積分する事により必要な decayが得られ, (NLS) の解 u は漸近自由であるという事
が証明される.
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半導体デバイスモデルに由来する DRIFT-DIFFUSION 方程式系の
解の減衰評価について

山本征法 (東北大学大学院理学研究科M２)

ここでは、半導体デバイスの解析に由来する Drift-Diffusion 型と呼ばれる方程式
系の解析について講演する。応用上の観点から、特に空間次元 n = 2, 3 の場合を扱う。
３次元のモデルについてはあらゆる半導体素子への応用が期待されるが、２次元のモデル
についても、TFT等の薄型素子の解析に対応している。
　Mock[4] により提唱されたモデルは有界領域における Neumann 境界値問題として与
えられたものであるが、今回は全空間におけるモデルについて扱う。

(D.D.)


∂tu − ∆u + ∇(u∇ψ) = f, t > 0, x ∈ Rn,

∂tv − ∆v −∇(v∇ψ) = f, t > 0, x ∈ Rn,

−∆ψ = v − u − g, t > 0, x ∈ Rn,

u(0, x) = u0(x) ≥ 0, v(0, x) = v0(x) ≥ 0, x ∈ Rn.

ここで、∂tu :=
∂u

∂t
, ∆u :=

n∑
j=1

∂2u

∂x2
j

,

u = u(t, x), v = v(t, x) は、それぞれ、半導体デバイス内での電子、正孔の密度分布を表
す未知函数であり、ψ = ψ(t, x) は、u, v の分布によって形成される静電場のポテンシャ
ルに対応している。又、非線形項 f = f(u, v) は、電子と正孔の対消滅、対生成を表す函
数であり、g = g(x) は半導体に添加された二種類の不純物 (Accepter,Donor) の配合比率
に関係する、与えられた時間定常函数である。
　 (D.D.) の解の適切性については、f = f(t, x) を (u, v に依らない)既知函数とした場合
に、後述の mild solution に対する考察によって、(D.D.S.) の時間局所解の存在が示され
ている。更に、f ≡ 0,及び g に適当な条件を課せば、エネルギー評価を行うことにより、
L2(Rn) における時間大域適切性を示すことが出来る [3]。

Proposition.[3] n = 2, 3 としたとき、

u0, v0 ∈ L2(Rn), u0, v0 ≥ 0, f ≡ 0, g ∈ H1(Rn) ∩ L∞(Rn)

=⇒ ∃1u, v ∈ C
(
[0,∞); L2(Rn)

)
∩ C

(
(0,∞); H2(Rn)

)
∩ C1

(
(0,∞); L2(Rn)

)
.

　以下では、f ≡ 0, g = 0 として解析を行う。扱う方程式 (D.D.) は、半導体内部におい
て、電子と正孔が互いに作用しながら不純物上を分散していく様子を記述したものであ
る。方程式の形からも明らかなように、この分散には、熱力学的な力と、電気的な力の二
通りの力が関わっている。こうした物理的な背景から、(D.D.) の解の漸近挙動は消散的
であることが予想される。実際、次の結果を得ることが出来る。更に、この定理を証明す
る過程で、半導体デバイス内での電子と正孔の分散における、熱力学的な力と電気的な
力とのバランスを考えたとき、熱力学的な力の方が強く働くことも分かった。言い換えれ
ば、半導体内における電子と正孔の分散の仕方は、媒質中の熱の分散の仕方に極めて近い
ということである。
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Theorem.[Lp −減衰評価]
n = 2, 3; 1 ≤ p ≤ ∞, f = 0, g = 0 とする。このとき (D.D.) の解 u, v に対して、

∥u(t)∥p ≤ C1(n, p)∥u0∥1 t−
n
2 (1− 1

p) + C2(n, p)∥u0 + v0∥2
1 t−

n
2 (2− 1

p)+1, t > 0,

∥v(t)∥p ≤ C1(n, p)∥v0∥1 t−
n
2 (1− 1

p) + C2(n, p)∥u0 + v0∥2
1 t−

n
2 (2− 1

p)+1, t > 0.

　この形の減衰評価の既存の結果としては、岡本 [7] によって、1 ≤ p ≤ 4 の場合の評価
が得られている。証明には、Nash の方法 [5] が用いられているが、この方法では、p > 4
の場合の計算過程が煩雑となり、p ≤ 4の場合と同様の評価は得られなかった。ここでは、
岡本の結果を用いて Nash の方法とは異なるアプローチにより、先述の結果を得た。具体
的には、mild solution に対して、[7] で得られた 1 ≤ p ≤ 4 の場合の結果、以下に示す補
題、及び、熱核に対する Lp 評価を用いることにより得られる。

Definition.[Mild solution][3]
u, v ∈ C

(
[0, T ); L2(Rn)

)
が (D.D.S.) の mild solution であるとは、u, v が次を満たすこと

である。
u(t, x) = et∆u0(x) −

∫ t

0

e(t−τ)∆ {∇(u∇ψ)(τ, x) − f(u, v)} dτ, t > 0, x ∈ Rn,

v(t, x) = et∆v0(x) +

∫ t

0

e(t−τ)∆ {∇(v∇ψ)(τ, x) + f(u, v)} dτ, t > 0, x ∈ Rn,

−∆ψ(t, x) = v(t, x) − u(t, x) − g(x), t > 0, x ∈ Rn.

但し、φ ∈ L2(Rn) に対して、
(
et∆φ

)
(x) :=

1

(4πt)
n
2

∫
Rn

φ(y) exp

(
−|x − y|2

4t

)
dy.

Lemma.[Hardy-Littlewood-Sobolev の不等式]
1 < r < ∞,

∥∇(−∆)−1f∥r ≤ C(n, r)∥f∥ρ,
1
r

= 1
ρ
− 1

n
, ∀f ∈ Lr(Rn).
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DRIFT-DIFFUSION型モデルの解の減衰評価と
漸近挙動について

小林　遼 (九州大学大学院数理学府)

本講演では、次のような非線形偏微分方程式系を考察する。

(1)


ut − ∆u + ∇ · (u∇ψ) = 0, t > 0, x ∈ Rn

vt − ∆v −∇ · (v∇ψ) = 0, t > 0, x ∈ Rn

∆ψ = u − v. t > 0, x ∈ Rn

ここで、u = u(x, t), v = v(x, t)はそれぞれ電子及び正孔密度である。また、ψは静電場の
ポテンシャルである。この方程式は半導体デバイスシミュレーションの最も単純なモデル
であり、さらに数学的に理想化している。
初期条件を

(2) u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), x ∈ Rn

とする。さらに、次を仮定する。

(3) u0(x) ≥ 0, v0(x) ≥ 0.

この初期値問題 (1),(2),(3)の大域解の存在は [1]で示されている。そこで、我々はこの解
の Lp減衰評価およびその漸近挙動について調べた。解の Lp減衰評価はすでに [5]によっ
て研究されているが、我々は次元n ≥ 1に対して、[3]を参考にエネルギー法を用いて示し
た。また、解の漸近挙動についてもすでに [2]によって研究されているが、我々はn = 3, 4
に対してより最適な評価を得た。

Theorem.1 [u, vの Lp減衰評価]

次元n ≥ 1, 2 ≤ p < ∞とする。u, vが初期値問題 (1),(2),(3)の解のとき、u0, v0 ∈ L1(Rn)∩
Lp(Rn)ならば、任意の 1 ≤ q ≤ pに対して、p, q, nに依存するある正数 Cが存在して次
が成り立つ。

∥u∥Lq(Rn) + ∥v∥Lq(Rn) ≤ CE0(1 + t)−γ.

ただし、γ = n
2
(1 − 1

q
), E0 = ∥u0∥L1(Rn) + ∥v0∥L1(Rn) + ∥u0∥Lp(Rn) + ∥v0∥Lp(Rn)である。

Corollary [u, vの L∞減衰評価]

次元n ≥ 2とする。u, vが初期値問題 (1.1),(1.2),(1.3)の解のとき、u0, v0 ∈ L1(Rn)∩L∞(Rn)
ならば、nのみに依存する正数Cが存在して次が成り立つ。

∥u∥L∞(Rn) + ∥v∥L∞(Rn) ≤ C1E0t
−n

2 .

ただし、E0 = ∥u0∥L1(Rn) +∥v0∥L1(Rn) +∥u0∥L∞(Rn) +∥v0∥L∞(Rn), C1 = C (1 + E0)である。

Theorem.2 [∇u,∇vの Lp減衰評価]

次元n ≥ 2とする。u, vが初期値問題 (1),(2),(3)の解のとき、u0, v0 ∈ L1(Rn)∩L∞(Rn)な
らば、任意の 2 ≤ q < ∞に対して、q, nに依存するある正数Cが存在して次が成り立つ。

∥∇u∥Lq(Rn) + ∥∇v∥Lq(Rn) ≤ C2E0t
− 1

2 (1 + t)−γ.
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ただし、γ = n
2
(1 − 1

q
), E0 = ∥u0∥L1(Rn) + ∥v0∥L1(Rn) + ∥u0∥L∞(Rn) + ∥v0∥L∞(Rn), C2 =

C

(
1 + E0 + E

2(1+ 2
q
)

0

)
である。　

次に、初期値問題 (1),(2),(3)の解 u, vの漸近挙動について考察した。

wu(x, t) := MuG(x, t + 1),

wv(x, t) := MvG(x, t + 1).

ただし、G(x, t) = (4πt)−n/2 exp (−|x|2/4t)は n次元の熱核、Mu =
∫

Rn u0(x) dx,Mv =∫
Rn v0(x) dxである。
このとき、解 u, vがwu, wvに漸近しながら減衰していることを上の結果を用いて示す。

Theorem.3 [u, vの漸近挙動]

次元 n ≥ 3とする。u, vが初期値問題 (1),(2),(3)の解のとき、u0, v0 ∈ L1
1(Rn) ∩ L∞(Rn)

ならば、任意の 1 ≤ q ≤ ∞に対して、ある正数 C が存在して次が成り立つ。ただし、
L1

1(Rn) := { f |xf(x) ∈ L1(Rn)}である。

∥u − wu∥Lq(Rn) + ∥v − wv∥Lq(Rn) ≤


Ct−γ− 1

2 log (2 + t) . (n = 3, q = 1)

Ct−γ− 1
2 .

(
n = 3, 1 < q ≤ ∞,

or

n ≥ 4, 1 ≤ q ≤ ∞

)
ただし、γ = n

2
(1 − 1

q
)である。
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消散的TIMOSHENKO系の解の減衰評価と漸近挙動について

井手　健太郎　 (九州大学大学院数理学府)
　　川島　秀一　　 (九州大学大学院数理学研究院)

1.Introduction
次の消散的Timoshenko系を考える。

(DT )

{
wtt − (wx − ψ)x = 0,

ψtt − σ(ψx)x − (wx − ψ) + γψt = 0,

ただし、σ′(0), γ > 0とする。(DT )を線形化すると、

(LDT )

{
wtt − (wx − ψ)x = 0,

ψtt − a2ψxx − (wx − ψ) + γψt = 0.

ただし、a2 = σ′(0) (a > 0)とおいた。
この方程式系は物理学的には、Timoshenko beamと呼ばれる梁の振動を表現している。

消散項のない本来の Timoshenko系についての考察 Taylor [1],Taylor-Yau [2]で詳しく記
述されているように、梁の中心からの距離を変数xにとると、wは x軸方向に対する鉛直
方向の梁の変位を表し、ψは梁の回転角度の変位を表している。
消散的Timoshenko系については、Rivera-Racke [3]の、次のような興味深い結果があ

る。(彼らは有限区間 0 < x < L上で、境界条件 w = 0, ψx = 0の場合を考えた。) それ
は、a = 1ならば解のエネルギーは指数的に減衰するのに対し、a ̸= 1であれば指数的減
衰が起こらず多項式的に減衰するという結果である。つまり、伝播速度によって消散構造
に違いがあるのだ。
また、原本 [4]は−∞ < x < ∞上で消散的Timoshenko系の消散構造を考察し、a = 1

ならば熱方程式と同様の多項式的減衰をし、a ̸= 1ならば可微分性の損失を伴う形での
多項式的減衰をするという結果を得た。実は後者は、有限区間における a ̸= 1場合の
Rivera-Racke [3]の結果と同じである。
今回は、まず a ̸= 1の場合の原本 [4]の結果を紹介し、さらにその精密化について話す。

2. Main Result
以下、a ̸= 1を仮定する。系 (LDT )において u = wt, v = wx − ψ, y = ψt, z = aψxと変

数変換し、ベクトル表示すると、

(∗) Ut + AUx + LU = O

となる。ただし、

U =


v
u
z
y

 , A = −


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 a
0 0 a 0

 , L =


0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
−1 0 0 γ

 .

いま、
Φ(iξ) = −(iξA + L), (etΦφ)(x) = F−1[etΦ(iξ)φ̂(ξ)](x)

とおくと、etΦは (∗)の半群を生成する。すなわち、U0 = t(v0, u0, z0, y0)を初期値とする
(∗)の解は U(t) = etΦU0で与えられる。
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このとき、

etΦ(iξ) =
4∑

j=1

etλj(iξ)Pj(iξ)

と表される。ここで、λjは固有値、Pjは射影行列である。
まず始めに、原本 [4]の結果を述べる。

Theorem 1(原本 [4]). t ∈ (0,∞), k, l = 0, 1, 2, · · · に対し、次の評価が成立する。

∥∂k
xetΦφ∥L2 ≤ C(1 + t)−( 1

4
+ k

2
)∥φ∥L1 + C(1 + t)−

l
2∥∂k+l

x φ∥L2 .

Theorem 1の証明において、etΦ(iξ)に対する次の Lemma 1が重要になる。

Lemma 1(原本 [4]). (ξ, t) ∈ R × (0,∞)に対し、次の評価が成立する。

|etΦ(iξ)| ≤ Ce−cρ(ξ)t. ただし、 ρ(ξ) =
ξ2

(1 + ξ2)2
.

次に、

etΦ0(iξ) =
2∑

j=1

etλ0
j (iξ)Πj

とおく。ただし、λ0
j(iξ) = −κjξ

2, κj =
γ±
√

γ2−4a2

2
, Πj = E2,3 P

(0)
j

tE2,3,

P
(0)
j は Pj(iξ)の ξの 0次の項 , j = 1, 2,

E2,3 =
t(

0 1 0 0
0 0 1 0

)
.

Theorem 2. t ∈ (0,∞), k, l = 0, 1, 2, · · · に対し、次の評価が成り立つ。

∥∂k
x(etΦ − tE2,3 etΦ0E2,3)φ∥L2 ≤ C(1 + t)−( 3

4
+ k

2
)∥φ∥L1 + C(1 + t)−

l
2∥∂k+l

x φ∥L2 .

Theorem 2の証明では、Lemma 1と次の Lemma 2を用いる。

Lemma 2. |ξ| ≤ rのとき t ∈ (0,∞)に対し、次の評価が成り立つ。

|etΦ(iξ) − tE2,3 etΦ0(iξ)E2,3| ≤ C|ξ|e−cξ2t + Ce−ct.
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第２８回 発展方程式若手セミナー
アブストラクト

半線形熱方程式の解の Lq空間における漸近挙動

川上竜樹 (東北大学大学院理学研究科 D1)

次の半線形熱方程式の Cauchy 問題の解 u = u(x, t)の t → ∞における漸近挙動を考
える:

(1)

{
ut = ∆u + f(u) in RN × (0,∞),
u(x, 0) = φ(x) ≥ 0 in RN .

ここでN ≥ 1, φ ∈ L1(RN) ∩ L∞(RN)であり, f ∈ C([0,∞))に対して, ある [0,∞)上連
続かつ単調増加な関数 h = h(τ)が存在して，

(2)

∣∣∣∣f(τ)

τ

∣∣∣∣ ≤ h(τ) for all τ ∈ (0,∞),∫ ∞

δ

h(τ−N
2 )dτ < ∞ for any δ > 0

を満たすとする．(1)の解 u に対して (2)を満たす f の典型的な例 f(u) = up, p > 1+2/N
に対して, 初期値に上と同じ仮定を置くことで, 任意の q ∈ [1,∞]に対して，

t(1−1/q)N/2||u(·, t) − c∗t
−N

2 ψ(·, t)||Lq(RN ) → 0 as t → ∞

が成立する ([4] を参照). また, f(u) = −up, p > 1 + 2/N の場合, 初期値に上と同じ仮定
を置くことで，

lim
t→∞

t
N
2 max

x∈Pa(t)
|u(x, t) − c∗ψ(x, t)| = 0

となることが知られている. ここで

Pa(t) = {x ∈ RN : |x| ≤ at
1
2}, a ≥ 0, t ≥ 0

である ([3] を参照)．本講演では, 非線形項 f(u)を一般化すると共に, Lq空間において誤
差項の評価を加えたより精密な漸近挙動を得ることを目的とする．

定理 1. (2)を仮定し，

sup
t>0

||u(·, t)||L1(RN ) < +∞, lim
t→∞

||u(·, t)||L∞(RN ) = 0

を満たす (1) の解 u を考える．このとき，

(3) lim
t→∞

||(1 + 2t)
N
2 u(·, t) − c∗ψ(·, t)||L∞(RN ) = 0

が成立する. ここで，

ψ(x, t) = (2π)−
N
2 exp

(
−|x|2

4t

)
,

c∗ = ||φ||L1(RN ) +

∫ ∞

0

∫
RN

f(u)dxdt

である．

さらに, 定理 1 より詳しい漸近挙動として次を得る．
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定理 2. 定理 1 と同じ条件の下で, さらに,∫
RN

(1 + |x|2 + | log φ(x)|)|φ(x)|dx < ∞.

を仮定する. このとき, 任意の q ∈ [1,∞]に対して, ある正定数C と T が存在して，

(4) ||(1 + 2t)
N
2 u(·, t) − c∗ψ(·, t)||Lq(RN ) ≤ Ct−

1
2 + C

∫ ∞

t

h(τ−N
2 )dτ

が任意の ∈ (T,∞)に対して成立する. ここで, 定数C = C(φ,N, q, f)である．

この評価によって, 誤差項の評価を加えた減衰評価を得た. 特に f(u) = 0, f(u) = up の場
合は (4) の減衰の度合いは最適であることもわかる．
定理 1 の証明はまず解 u の減衰の度合いと正定数 c∗の存在を比較原理を用いて証明し,

熱方程式の解の表現公式よりGauss 核に収束することを示す. 定理 2は [1], [6]で用いら
れた relative entropy method を改善することによって得られる. 具体的には次の scale 変
換を用いる.(1) の解 u に対して v を

u(x, t) = (1 + 2t)−
N
2 v

(
(1 + 2t)−

1
2 x,

1

2
log(1 + 2t)

)
と置くと v は

(5)

{
vs = div(yv + ∇v) + e(N+2)sf(e−Nsv) in RN × (0,∞),
v(y, 0) = φ(y) in RN

の解である. 証明の方針は (5)の解 v と vs = div(yv + ∇v)の定常解であるG(s)との L1

空間における漸近挙動を求めていくことである. ここで,

||G(s)||L1(RN ) = M = ||φ||L1(RN ) +

∫ ∞

0

∫
RN

e(N+2)sf(e−Nsv)dyds

である. しかし今回は, 非線形項の影響により解の L1 保存則が崩れているため, [1] や [6]
で用いている Csiszar-Kullback の不等式 ([2], [5] を参照) を直接用いることはできない.
そのためM を改良し,

||G(·, s)||L1(RN ) = ||φ||L1(RN ) +

∫ s

0

∫
RN

e(N+2)sf(e−Nsv)dyds

かつ G(y, s) → G(y) as t → ∞なる G(y, s)を用いて, L1保存則を適用できるよう改善
した.
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LARGE TIME BEHAVIOR OF SOLUTIONS TO
THE GENERALIZED BURGERS EQUATIONS

加藤　正和 (大阪大学大学院 理学研究科)

次の一般化されたBurgers方程式

ut + (f(u))x = uxx, t > 0, x ∈ R,(1)

u(x, 0) = u0(x)(2)

の大域解の漸近挙動について考える. ここで, u0(x) ∈ L1(R), f(u) = b
2
u2 + c

3
u3, b ̸= 0かつ

c ∈ Rとする. また, β ∈ [0, 1] に対して, L1
β(R) ≡ {f ∈ L1

loc(R)|
∫

R |u|(1 + |x|)βdx < ∞}
とおく. [1]において, 以下で定義する非線型散逸波

χ(x, t) ≡ 1√
1 + t

χ∗

(
x√

1 + t

)
, t ≥ 0, x ∈ R

に (1), (2)の解が漸近する事が示された. ここで,

χ∗(x) ≡ 1

b

(ebδ/2 − 1)e−
x2

4

√
π + (ebδ/2 − 1)

∫ ∞
x/2

e−y2dy
, δ ≡

∫
R

u0(x)dx.

具体的には, ある β ∈ (0, 1)に対して u0 ∈ L1
β(R)∩H1(R) であって, ∥u0∥H1 + ∥u0∥L1が十

分小さければ

∥u(·, t) − χ(·, t)∥L∞ ≤ C(1 + t)−1+ 1−β
2 (∥u0∥H1 + ∥u0∥L1

β
), t ≥ 0

が成り立つ事が示された. 更に, [2]において, 初期値が遠方で十分速く減衰しているとき

∥u(·, t) − χ(·, t)∥L∞ ≤ C(1 + t)−1 log(2 + t), t ≥ 0(3)

が成り立つ事がHopf-Cole変換を用いて示されている.

本研究の目的は, δc ̸= 0の時, (3)の評価の最適性を示すことである. 実際, 解の漸近形

の第２項 V (x, t)は以下で与えられる:

V (x, t) ≡ − cd

12
√

π
V∗

(
x√

1 + t

)
t−1 log(2 + t), t > 0, x ∈ R.

ここで,

V∗(x) ≡ (bχ∗(x) − x)e−
x2

4 η∗(x),

η∗(x) ≡ exp

(
b

2

∫ x

−∞
χ∗(y)dy

)
, d ≡

∫
R

η−1
∗ (y)χ3

∗(y)dy.

E1,β ≡ ∥u0∥H1 + ∥u0∥L1
β
とおく. 今回, 得られた結果は以下の通りである.
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定理 1. u0 ∈ L1(R)∩H1(R)を仮定する. このとき, E1,0 が十分小さければ, (1), (2)の大域

解 u ∈ C0([0,∞); H1), ∂xu ∈ L2(0,∞; H1)が一意的に存在する. 更に, u0 ∈ L1
1(R)∩H1(R)

かつ E1,1が十分小さいと仮定すると, 次の減衰評価

∥u(·, t) − χ(·, t) − V (·, t)∥L∞ ≤ CE1,1(1 + t)−1, t ≥ 0(4)

が成り立つ.

定理 1 の証明では, 以下の線形微分方程式に対する解の表現と減衰評価が重要な役割を

果たす:

zt = zxx − (bχz)x, x ∈ R, t > 0,(5)

z(x, 0) = z0(x).(6)

ここで

η1(x, t) ≡ η∗

(
x√

1 + t

)
, η2(x, t) ≡ η−1

1 (x, t), G(x, t) ≡ 1√
4πt

e
x2

4t

とおく.

補題 2.

U [w](x, t, τ) =

∫
R

∂x(G(x − y, t − τ)η1(x, t))η2(y, τ)

∫ y

−∞
w(ξ)dξdy,

0 ≤ τ < t, x ∈ R,

とおくと、(5), (6)の解は以下で与えられる.

z(x, t) = U [z0](x, t, 0), t > 0, x ∈ R.

命題 3. β ∈ [0, 1], p ∈ [1,∞], kを正の整数として, z0 ∈ L1
β(R) かつ

∫
R z0(x)dx = 0を仮

定する. このとき, (5), (6)の解に対して,

∥∂l
xz(·, t)∥Lp ≤ Ct(1−

1
p
+β+l)/2∥z0∥L1

β
, t > 0

が成り立つ. ここで, l = 0, 1, · · · , k.
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第２８回 発展方程式若手セミナー
アブストラクト

ASYMPTOTICS FOR VARIATIONAL PROBLEM WITH CRITICAL
GROWTH AND SLIGHTLY POSITIVE DIRICHLET DATA

森山　繁 (首都大院理工学研究科)

Ω : C2 bounded domain in RN , N ≥ 3, p =
N + 2

N − 2

上記の仮定の下で次の条件付き変分問題を考える。

inf
u∈Aγ,ε

∫
Ω

|∇u|2(1)

ここで

Aγ,ε =

{
u ∈ H1(Ω) : u − ε ∈ H1

0 (Ω), γ =

∫
Ω

|u|p+1

}
, ε > 0

である。ε > 0 が十分小さいとき、(1)の positive minimizer u = uγ,εが存在し、Euler-
Lagrange方程式 {

−∆uγ,ε = λγ,εu
p
γ,ε in Ω

uγ,ε = ε on ∂Ω

(λγ,ε > 0)を満たすことが知られている (L.A.Caffarelli and J.Spruck [1])。 そこで γを固
定し、ε → 0としたときの uγ,ε = uεの挙動について考察する。Ω = BRの場合には変分問
題 (1)の extremal(球対称)は J.LiとM.Zhuの研究 [2]によって得られており、それを用い
て直接的にアプローチできる。一般の有界領域に対しては次の結果を用いる。

Lemma 1. For sufficiently small ε > 0,

uε = αελ
−N−2

4
ε PUxε,ξε + wε + ε

holds, where αε, ξε ∈ R+, xε ∈ Ω with

αε → α = [N(N − 2)]
N−2

4 ,
ξε

d(xε, ∂Ω)
→ 0,

xε → x0 ∈ Ω̄, λγ,ε := λε →
SN

γ2/N

as ε → 0 and wε ∈ Exε,ξε , wε → 0 in H1
0 (Ω).

ここで、SN = πN(N − 2)
[

Γ(N/2)
Γ(N)

]2/N

はRN における Sobolevの不等式の最良定数で

あり、また ξ > 0, a ∈ Ωに対して PUa,ξを

Ua,ξ =

(
ξ

ξ2 + |x − a|2

)(N−2)/2

(i = 1, · · · , N)
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のH1
0 (Ω)への projectionとし,

Ea,ξ =

{
w ∈ H1

0 (Ω)
∣∣∣ ∫

Ω

∇w · ∇PUa,ξ =

∫
Ω

∇w · ∇
(

∂

∂ξ
PUa,ξ

)
=

∫
Ω

∇w · ∇
(

∂

∂ai

PUa,ξ

)
= 0

}
.

と定義する。 これを用いて次の結果を得る。

Theorem 2. Let uε ∈ Aγ,ε be a positive minimizer of (1), then we have (after passing
to a subsequence)

(1) There exists x0 ∈ Ω such that

|∇uε|2
∗
⇀ SNγ

N−2
N δx0 as ε → 0

in the sense of Radon measures.
(2) The above x0 is a maximum point of the (negative) Robin function R.
(3) We have a blow up rate of the L∞-norm of uε as ε → 0:

lim
ε→0

ε∥uε∥L∞(Ω) =
[N(N − 2)]N/2

N
ωNS

−N−2
2

N γ
N−2

N |R0|,

where ωN denotes the area of unit sphere in RN and R0 = R(x0) is a maximum value of
R(x).
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第２８回 発展方程式若手セミナー
アブストラクト

Lp − Lq ESTIMATES FOR CAUCHY PROBLEMS OF LINEAR
THERMOELASTIC WITH SECOND SOUND AND CLASSICAL

THERMOELASTICITY IN 3-D

内藤　由香　 (早大理工)

熱弾性体の運動において熱が有限伝播するように修正を加えた thermoelastic equation
with 2nd sound と、修正前の calssical thermoelastic equation についての Lp − Lq 評価
を報告する。
次の方程式系を thermoelastic equation with 2nd sound という。

utt − µ∆u − (µ + λ)∇div u + β∇θ = 0 in R+ × R3,
θt + γdiv q + δdiv ut = 0 in R+ × R3,
τ0qt + q + κ∇θ = 0 in R+ × R3,
u(0, x) = u0(x), ut(0, x) = u1(x), θ(0, x) = θ0(x), q(0, x) = q0(x) in R3.

ここで、µ, β, γ, κ は正定数, λ は µ + 2λ > 0 なる定数, τ0 は正のパラメーターとする. こ
の方程式系についてHelmholtz 分解し,次の方程式系に分けて考える.{

vtt − µ∆v = 0 in R+ × R3,
v(0, x) = v0(x), vt(0, x) = v1(x) in R3.{
τ0rt + r = 0 in R+ × R3,
r(0, x) = r0(x) in R3.
πtt − α∆π + βθ = 0 in R+ × R3,
θt + γ∆w + δ∆πt = 0 in R+ × R3,
τ0wt + w + κθ = 0 in R+ × R3,
π(0, x) = f1(x), πt(0, x) = f2(x),
θ(0, x) = f3(x), w(0, x) = f4(x) in R3.

それぞれの方程式系について得られた解を E1(t)F, E2(t)F, E3(t)Fとおく.E1(t)F, E2(t)Fに
ついてはよく知られているので, E3(t)Fについての定理を紹介する.

定理 1. E3(t)F は低周波部分と高周波部分に分解でき,それを

E3(t)F = E3
0(t)F + E3

∞(t)F = t(π0, θ0, ω0) + t(π∞, θ∞, ω∞),

とおく.更に, Ė3
0(t)F = t(∇2π0, θ0,∇ω0) とおくと,次の評価が成り立つ.

(1)任意の非不整数 m と 任意の multi-index β ∈ N3
0 に対し,

∥∂m
t ∂β

x Ė3
0(t)F∥p ≤ C(m,β, p, q)t−

3
2
( 1

q
− 1

p
)−(

m+|β|
2

)∥F∥q ∀t ≥ 1

1 ≤ q ≤ 2 ≤ p ≤ ∞,

∥∂m
t ∂β

xE3
0(t)F∥p ≤ C(m,β, p, q)∥F∥q 0 < ∀t ≤ 1,
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1 ≤ q ≤ p ≤ ∞, (p, q) ̸= (1, 1), (∞,∞)
(2)任意の非不整数 m と 任意の multi-index β ∈ N3

0 に対し,

∥∂m
t ∂β

xπ∞∥p ≤ C(β,m)e−ct∥F∥
W(|β|+m),(|β|+m−1)+,(|β|+m−2)+,(|β|+m−1)+

p
,

∥∂m
t ∂β

xθ∞∥p ≤ C(β,m)e−ct∥F∥W(|β|+m+2),(|β|+m+1),(|β|+m),(|β|+m+1)
p

,

∥∂m
t ∂β

xω∞∥p ≤ C(β,m)e−ct∥F∥
W(|β|+m+1),(|β|+m),(|β|+m−1)+,(|β|+m)

p
,

1 < p < ∞.
ただし,F = t(f1, f2, f3, f4) のとき ∥F∥Wk,l,m,n

p (R3) = ∥f1∥Wk
p

+ ∥f2∥Wl
p
+ ∥f3∥Wm

p
+ ∥f4∥Wn

p
,

(l)+ = l if l ≥ 0 (l)+ = 0 if l < 0 とする.

thermoelastic equation with 2nd soundにおいて τ0 = 0として得られる方程式系:calssi-
cal thermoelastic equationについても同様にHelmholtz分解し,得られた解を E1(t)F, E2(t)F
とおいて,E2(t)Fについての定理を紹介する.

定理 2. E2(t)F は低周波部分と高周波部分に分解でき,それを

E2(t)F = E2
0(t)F + E2

∞(t)F = t(π0, θ0) + t(π∞, θ∞),

とおく.更に, Ė2
0(t)F = t(∇2π0, θ0) とおくと,次の評価が成り立つ.

(1)任意の非不整数 m と 任意の multi-index β ∈ N3
0 に対し,

∥∂m
t ∂β

x Ė2
0(t)F∥p ≤ C(m,β, p, q)t−

3
2
( 1

q
− 1

p
)−(

m+|β|
2

)∥F∥q ∀t ≥ 1

1 ≤ q ≤ 2 ≤ p ≤ ∞,

∥∂m
t ∂β

xE2
0(t)F∥p ≤ C(m,β, p, q)∥F∥q 0 < ∀t ≤ 1,

1 ≤ q ≤ p ≤ ∞, (p, q) ̸= (1, 1), (∞,∞)
(2)任意の非不整数 m と 任意の multi-index β ∈ N3

0 に対し,

∥∂m
t ∂β

xπ∞∥p ≤ c(m,β, p, n)e−ct{t−
n
2 ∥F∥

W(2m+|β|−n)+,(2m+|β|−n−2)+,(2m+|β|−n−4)+
p

+ ∥F∥
W(|β|+m),(|β|+m−1),(|β|+m−3)+

p
},

∥∂m
t ∂β

xθ∞∥p ≤ c(m,β, p, n)e−ct{t−
n
2 ∥F∥

W(2m+|β|−n)+,(2m+|β|−n)+,(2m+|β|−n)+
p

+ ∥F∥
W(|β|+m+1),(|β|+m),(|α|+m−1)+

p
},

1 < p < ∞.



第２８回 発展方程式若手セミナー
アブストラクト

走化性・増殖方程式とその有限要素近似系のグローバルアトラクタの次元評価

中口 悦史 (大阪大学大学院 情報科学研究科)

次の Mimura and Tsujikawa [5] による走化性・増殖方程式の一例を考える.

(CG)



∂u

∂t
= a4u − ν∇ · (u∇ρ) + fu2(1 − u) in Ω × (0,∞),

∂ρ

∂t
= b4ρ − cρ + du in Ω × (0,∞),

∂u

∂n
=

∂ρ

∂n
= 0 on ∂Ω × (0,∞),

u(x, 0) = u0(x), ρ(x, 0) = ρ0(x) in Ω.

ここで Ω は R2の有界凸領域，パラメータ a, b, c, d, f , νは正の実数である.
Aida et al. [1] による数値シミュレーションなどによって，走化性パラメータ νが大き

くなるにつれて，(CG) の解が形成するパターンはより複雑に，また種類も豊富になるこ
とが知られている. パターン形成過程の豊富さはグローバルアトラクタの構造の複雑さ
の現れである. しかし一方で，数値シミュレーションのために施された近似や離散化がパ
ターン形成過程つまりアトラクタの構造に何も影響を及ぼさないという保証はない. この
講演では，(CG) のグローバルアトラクタのフラクタル次元が νの高々多項式オーダで増
加すること，また，有限要素近似がこの増加度に影響しないことを示す.
方程式 (CG) の有限要素近似を以下のようにして与える. ([7] を参照) {τξ}ξ>0 を, ξ =

max{dσ; σ ∈ τξ} > 0 を離散化パラメータとする，Ωの三角形分割の族とする. ただし σ
は τξ に属する三角形を，dσ はその直径を表す. 次の条件を仮定する.

(G): ある正数 ν があって ξ に一様に

νξ ≤ ρσ ≤ dσ ≤ rσ ≤ ν−1ξ, σ ∈ τξ,

が成立する. ただし rσ と ρσ はそれぞれ三角形 σの外接円と内接円の直径を表す.

有限要素関数の空間を

Cξ(Ω) =
{
v ∈ C(Ω); 各 σ ∈ τξ で v|σ は一次関数

}
と定義する．これは L2(Ω) の閉部分空間と見なすことができるので，L2-直交射影 pξ :
L2(Ω) → Cξ(Ω) を定義することができる. 作用素4 の Cξ(Ω) における近似 4ξ は Cξ(Ω)
上の有界作用素として，次式で定義される：

〈4ξû, v̂〉L2 = −〈∇û,∇v̂〉L2 , û, v̂ ∈ Cξ(Ω).

よって，(CG) の近似系は次のように与えられる.

(CGξ)


∂û

∂t
= a4ξû − νχξ(û)ρ̂ + fpξ [û2(1 − û)] in Ω × (0,∞),

∂ρ̂

∂t
= b4ξρ̂ − cρ̂ + dû in Ω × (0,∞),

û(x, 0) = û0(x), ρ̂(x, 0) = ρ̂0(x) in Ω.

この講演は Professor M. Efendiev (TU-Munich) と Professor W. L. Wendland (Uni. Stuttgart) との
共同研究に基づくものである.
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ここで χξ(u) は Cξ(Ω) 上の有界作用素で，

〈χξ(u)ρ̂, v̂〉L2 = −〈u∇ρ̂,∇v̂〉L2 , ρ̂, v̂ ∈ Cξ(Ω), u ∈ L2(Ω),

で定義される.
既知の事実 [1, 7, 9] などから，(CG) のグローバルアトラクタA はL2(Ω)×H1(Ω) の,

(CGξ) のグローバルアトラクタ Aξ は Cξ(Ω)×Cξ(Ω) の，それぞれコンパクト集合である.
主結果は以下の通りである. [3, 4, 6]

定理 1. 方程式 (CG) のグローバルアトラクタA のフラクタル次元は

(1) C1(νd)1 ≤ dim A ≤ C2(νd)6

と評価される. ただしC1 とC2 は正の定数.

定理 2. 条件 (G) と，離散化パラメータ ξ > 0 が十分小さいことを仮定する. このとき，
近似方程式 (CGξ) のグローバルアトラクタAξ のフラクタル次元は

(2) C1(νd)1 ≤ dim Aξ ≤ C2(νd)6

と評価される．ただしC1 とC2 は ξ に依存しない正の定数.

証明の概略. 上からの評価については，[2, §III.4] や [8, §V.3] にある volume contraction
method を適用する：dim A の上界は，qN < 0 を満たす最小の整数N によって与えられ
る. ここで qN は

qN = lim inf
T→∞

sup
U0∈A

1

T

∫ T

0

TrN(A(StU0))dt

で定義される．TrN(L) は作用素 L のN -次元トレース，作用素A(StU0) は (CG) の変化
方程式の係数作用素で，(CG) の非線形半群 St の quasidifferential Wt = S ′

t(U0) を生成す
るものとする. 下界は (CG) の双曲型平衡点の不安定局所多様体の次元によって与えられ
る．詳しくは [1, 9] を参照のこと．dim Aξ の上界と下界も全く同じ手順で得られる.
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第２８回 発展方程式若手セミナー
アブストラクト

リプシッツ関数を初期値とした場合のナヴィエ・ストークス方程式の可解性

澤田 宙広 (早大理工、学振 PD)

本講演では Matthias Hieber 先生（ダルムシュタット工科大学）、Abdelaziz Rhandi 先生
（マラケッシュ大学）との共同研究 [1] を報告する。

全空間 Rn (n ≥ 2) での 非圧縮粘性 Navier-Stokes 方程式の初期値問題は次で与えら
れる。

(NS)

{
Ut − ∆U + (U,∇)U + ∇P = 0, ∇ · U = F in Rn × (0, T ),
U |t=0 = U0 in Rn.

ここで U = (U1(x, t), . . . , Un(x, t))，P = P (x, t) がそれぞれ流速ベクトル、圧力を表す
未知関数である。初期速度 U0 := (U1

0 (x), . . . , Un
0 (x)) と外力 F = (F 1(x, t), . . . , F n(x, t))

は与えられたベクトル値関数であり、∇ · U0 = 0 と ∇ · F = 0 を満たす（両立条件）。

外力 F に適当な仮定を課し、初期速度 U0 を Ln
σ(Rn) の関数として与えた時の滑らか

な解の時間局所存在と、∥U0∥n が十分小さい場合の時間大域存在は既知である。滑らかな
時間局所解の存在は、Lp （ただし p > n）や L∞ などでも証明されている。そこで今回
は、滑らかな解の時間局所存在定理が証明できる初期速度場の限界を探って行きたい。

１次元のモデルケース（Burgers 方程式）などの考察から、初期速度場が空間無限遠で
１次増大している時が、その限界ではないかと推察される。例えば [2] 等を参照。そこで
U0(x) := u0(x) − f(x) として与えて、滑らかな解の時間局所存在定理を導こう。ここで
u0 ∈ Lp

σ(Rn) とし、f は globally Lipschitz 関数で次の３つの条件を満たすものとする：

(H1) ∇ · f = 0,

(H2) ∆f ∈ Lp
σ,

(H3) ∃Π : scalar function s.t. (f,∇)f = ∇Π.

(U, P ) を (NS) の古典解とすると、u := U + f と P̃ := P + Π は次の解となる。{
ut − ∆u − (f,∇)u + (u,∇)u − (u,∇)f + ∇P̃ = F̃ , ∇ · u = 0 in Rn × (0, T ),
u|t=0 = u0 in Rn.

ここで F̃ := F − ∆f とした。

鍵となるのは半群の理論である。作用素 Aを Au := −∆u−(f,∇)u+(u,∇)f と定める。
定義域を D(A) := {u ∈ W 2,p ∩ Lp

σ; (f,∇)u ∈ Lp} で定める。この時、任意の p ∈ (1,∞)

に対し、−A は Lp
σ(Rn) 上 (C0)-半群を生成する事が知られている。例えば [3] や [4] な

どを参照。ただし、半群 {e−tA}t≥0 は非解析的である。更に射影 P := (δij + RiRj)1≤i,j≤n

（ただし Ri := ∂i(−∆)−1/2） とし、Duhamel の原理から積分方程式

(INT) u(t) = u1(t) −
∫ t

0

e−(t−s)AP(u(s),∇)u(s)ds + 2

∫ t

0

e−(t−s)AP(u(s),∇)fds
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を導く。ただし u1(t) := e−tAu0 +
∫ t

0
e−(t−s)AF̃ (s)ds として与える。(INT) の解を mild

solution と呼ぶ事にする。

定理 1. n ≥ 2、p ∈ [n,∞)、q ∈ [p,∞] とする。u0 ∈ Lp
σ(Rn) とする。f は globally

Lipschitz 関数で、仮定 (H1), (H2), (H3) を満たすとする。F ∈ C([0,∞); Lp
σ(Rn)) とす

る。このとき 時刻 T0 > 0 と mild solution u(t) が t ∈ (0, T0) 上、次のクラスで一意に存
在する。

[t 7→ t
n
2
( 1

p
− 1

q
)u(t)] ∈ C([0, T0); L

q
σ(Rn)),

[t 7→ t
n
2
( 1

p
− 1

q
)+ 1

2∇u(t)] ∈ C([0, T0); L
q(Rn)).

注意． f(x) = Mx、ただし M が n × n 行列の場合は、[5] で証明されている。すなわ
ち、定理１は [5] の結果の一般化になっている。

定理１は縮小写像の原理（即ち逐次近似法）により証明される。その際に、次の不等式
の用意が重要となる：任意の n ≥ 1、1 ≤ p ≤ q ≤ ∞ に対し、定数 C > 0 と ω ∈ R が
あって

∥∇ke−tAf∥q ≤ Ceωtt−
k
2
−n

2
( 1

p
− 1

q
)∥f∥p

が任意の t > 0 と k = 0, 1 と f ∈ Lp(Rn) で成り立つ。さらに p < q のとき、

t
k
2
+n

2
( 1

p
− 1

q
)∥∇ke−tAf∥q → 0 as t → 0

も成り立つ。

逐次近似法とは次の様にして解を構成する方法である。例えば p = n とし、δ ∈ (0, 1)

を固定する。j ≥ 2 に対し、関数列 {uj} を

uj+1(t) := u1(t) −
∫ t

0

e−(t−s)AP(uj(s),∇)uj(s)ds + 2

∫ t

0

e−(t−s)AP(uj(s),∇)fds

で定義する。アプリオリ評価により、ある T1 > 0があって、t
1−δ
2 ∥uj(t)∥n/δ と t

1
2∥∇uj(t)∥n

が t ≤ T1 と j ≥ 1 で一様に有界である事が言える。この一様有界性を用いると、{[t 7→
t

n
2
( 1

n
− 1

q
)uj(t)]}j≥1 が C([0, T1]; L

q
σ) で、また {[t 7→ t

1
2
+ n

2
( 1

n
− 1

q
)∇uj(t)]}j≥1 が C([0, T1]; L

q)

でコーシー列になる事が示せる。この収束極限がmild solutionとなる。一意性は Gronwall

の不等式から従う。
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半導体を記述するある流体力学モデルの解の漸近挙動について

松村　昭孝 (大阪大学大学院情報科学研究科), 村上　尊広 (大阪大基礎工 D1)

半導体内の電荷のキャリア (電子や正孔)の運動を記述する一次元モデルの１つとして,
次の流体力学モデルが知られている (’01,[1]):

(EQ)



ρt + (ρu)x = 0,

(ρu)t + (ρu2 + P (ρ))x = ρϕx −
ρu

τ
, (x, t) ∈ (0, 1) × [0,∞),

ϕxx = ρ − D.

ここに,未知関数 (ρ, u, ϕ)=(ρ, u, ϕ)(x, t)はそれぞれ電荷密度 (ρ > 0), 電荷速度,静電ポテ
ンシャルを表し, D=D(x)は doping profileと呼ばれる与えられた背景の不純物の電荷密
度である.また, P=P (ρ)は圧力と密度の関係, τ = τ(ρ, ρu) > 0は緩和時間を表す関数で,
ここでは P (ρ) = ργ(γ ≥ 1), τ = 1で与えられる. 方程式系 (Eq)に初期条件とDirichlet境
界条件:

初期条件 (ρ, u)(x, 0) = (ρ0, u0)(x), x ∈ (0, 1),(1)

境界条件 ρ(0, t) = ρ1, ρ(1, t) = ρ2, t ≥ 0,(2)

ϕ(0, t) = 0, ϕ(1, t) = Φ1, t ≥ 0,(3)

を課した初期値境界値問題については, Degond, Markowich(’93,[2])により亜音速の場合
の定常解 (ρ̂, û, ϕ̂)(x)の存在と一意性が考察され, また十分滑らかな時間大域解の漸近挙動
については,この亜音速定常解の漸近安定性が, H.-L.Li, P.MarkowichとM.Mei(’03,[3])に
よって考察されている. しかしながら,これらの漸近挙動の結果については各種データが
小

(
|ρ1 −ρ2|, |ρ0 −ρ1|, |Φ1|, |D−ρ1| ≪ 1

)
, つまり,時間大域解がほとんど定数状態 (ρ̂, û, ϕ̂)

=(ρ, 0, 0)に近い場合 (ρ := ρ1 = ρ2)の議論であり,物理的・数学的にも興味深いデータの
大きい時については,何も答えていない.本研究では,まずデータが大きい時の研究のため
に, Dirichlet境界条件より少し扱いが容易な周期境界値問題で大きなデータについての漸
近安定性を調べた. ここで,周期境界値問題とは,方程式系 (Eq)に初期条件と空間的に周
期境界条件:

初期条件 (ρ, u)(x, 0) = (ρ0, u0)(x), x ∈ R.(4)

境界条件 (ρ, u, ϕ)(x + 1, t) = (ρ, u, ϕ)(x, t), x ∈ R, t ≥ 0,(5)

を課した初期値境界値問題である.この初期値境界値問題 (Eq),(4), (5)において,以下の
条件

(6) inf
x∈R

D > 0, inf
x∈R

ρ0 > 0,

∫ 1

0

ρ0dx = 1

の下に,大域解の漸近挙動を調べ次の結果を得た.

51



52 松村 昭孝 (大阪大学大学院 情報科学研究科), 村上 尊広 (大阪大学大学院　基礎工学研究科)

≪定理� (時間大域解の漸近挙動)≫
初期値境界値問題 (Eq),(4),(5)の十分滑らかな時間大域解に対し以下が成立する.

) γ ≥ 2 ならば,正定数 ν,E0が存在して,∫ 1

0

ρu2 + (ρ − ρ̂)2 + (ϕ − ϕ̂)2
xdx ≤ E0 exp{−νt}, t ≥ 0.

) 2 > γ ≥ 1のとき, M := sup
x,t

ρ(x, t) < +∞が成立するならば,正定数 ν(M),E0(M)が

存在して,∫ 1

0

ρu2 + (ρ − ρ̂)2 + (ϕ − ϕ̂)2
xdx ≤ E0 exp{−νt}, t ≥ 0.

上の結果は,十分滑らかな時間大域解の存在を仮定したとき,任意の初期値とdoping profile
に対して, 時間大域解は対応する定常解との差が上記の意味で,時間の経過に伴い指数的
に 0に減衰することを示したものである. しかしながら,大域解の存在自体を示すには十
分なアプリオリ評価となっていない. 一方,任意の初期値に対する滑らかな時間大域解存
在の問題は, Dirichlet境界条件において,ある初期値に対して導関数が有限時間に爆発す
ることを証明している (’98,[4])の結果を考えると否定的であることが予測される. そこで,
次に解の初期条件を強め,任意の滑らかな定常解に対して,初期値が定常解の近くに存在す
る場合の時間大域解の存在と漸近挙動を調べ,次の結果を得た.

≪定理� (定常解の漸近安定性) ≫
初期値 (ρ0, u0) ∈ H2及び doping profileDについて条件 (6)の他, D ∈ H1を仮定する.
このとき, ある定数 δ > 0, C > 0, β > 0が存在して,次が成立する：∥(ρ0 − ρ̂, u0)∥2 ≤
δならば, 初期値境界値問題 (Eq),(4),(5)は唯一の時間大域解

(
ρ, u) ∈ C0([0,∞); H2

)
∩

C1([0,∞); H1
)
, ϕ ∈ C0([0,∞); H4) ∩ C1([0,∞); H3)を持ち,

∥(ρ − ρ̂, u)(t)∥2 + ∥(ϕ − ϕ̂)(t)∥4 ≤ C∥(ρ0 − ρ̂, u0)∥2 exp{−βt},
が成立する.
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ON THE NAVIER-STOKES FLOWS WITH A NONTRIVIAL FLUX
CONDITION IN AN APERTURE DOMAIN

久保 隆徹 (早稲田大学理工学術院)

Ω ⊂ Rn (n ≥ 2) を 境界 ∂Ωが滑らかな aperture domain とする. すなわち、ある正定数 R
に対して Ω \ BR = (H+ ∪ H−) \ BR なる領域とする．ここで，BR = {x ∈ Rn | |x| < R},
H± = {x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn | ±xn > 1} とおいた．この領域 Ωにおいて，次の nonstationary
Navier-Stokes 方程式を考える：{

∂tu − ∆u + u · ∇u + ∇π = 0, ∇ · u = 0 in Ω × (0,∞),

u|
∂Ω

= 0, u|t=0 = a.
(NS)

さらに，次の nontrivial-flux 条件を課す：ϕ(u) =
∫

M
N · udσ = α(t).

主結果を述べる前に， aperture domain において知られている事実を述べておく．

Farwig-Sohr [1] により Helmhortz 分解：Lp(Ω)n = Jp(Ω)⊕Gp(Ω) が成立することが示されて
いる．ここで，Jp(Ω), Gp(Ω)は次のように表される：

Jp(Ω) = {u ∈ C∞
0 (Ω)n | ∇ · u = 0 in Ω}, Gp(Ω) = {∇π ∈ Lp(Ω)n | π ∈ Lp

loc(Ω)}

また，Jp(Ω)は flux 条件 ϕ(u)を用いて次のように特徴付けることが出来る：

Jp(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) | ∇ · u = 0, ν · u|∂Ω = 0, ϕ(u) = 0}

ここで，ν は ∂Ωの単位外法線である．1 < p < n
n−1 のときは，自動的に ϕ(u) = 0を満たし，そ

れ以外の時には ϕ(u) = 0を課さなければ (NS)の解の一意性が導くことが出来ないことが知られ
ている．
次にStokes作用素について考える．ソレノイダル部分への連続射影作用素をP : Lp(Ω)n → Jp(Ω)

とおく．このとき，Stokes 作用素 A を Au = −P∆u (u ∈ D(A))で定義する．ここで，定義域
D(A)を

D(A) = W 2,p(Ω)n ∩ W 1,p
0 (Ω)n ∩ Jp(Ω)

とする．Farwig-Sohr [1] により −A は Jp(Ω) 上解析的半群 {T (t)}t≥0 を生成することが示され
ている．この Stokes 半群に対して次の Lp-Lq 評価が成立することを前回の若手発展方程式セミ
ナーで報告した．

補題 1 (Lp − Lq 評価). Ω ⊂ Rn (n ≥ 2) を aperture domain とする．
(1) 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, (p, q) ̸= (1, 1), (∞,∞) とする．このとき，次の評価が成立する．

∥T (t)f∥
Lq(Ω)

≤ Cp,qt
−n

2

“

1
p
− 1

q

”

∥f∥
Lp(Ω)

, ∀ t > 0, ∀ f ∈ Jp(Ω).

(2) 1 ≤ p ≤ q < ∞ (q ̸= 1)とする．このとき，次の評価が成立する．

∥∇T (t)f∥
Lq(Ω)

≤ Cp,qt
−n

2

“

1
p
− 1

q

”

− 1
2 ∥f∥

Lp(Ω)
, ∀ t > 0, ∀ f ∈ Jp(Ω).

前回は，さらにこの Stokes 半群に対する Lp − Lq 評価を用いて，Flux 条件 α(t) ≡ 0の条件下
での小さい初期値に対する時間大域解の存在とその時間無限大における漸近挙動についての結果
を紹介した．
今回は，Flux 条件 α(t) ̸≡ 0の場合において示すことが出来た結果を紹介する．結果を紹介す

る前に特殊な関数を紹介しよう．Galdi [2] (Vol.I VI)により，次の関係を満たすような χ(x) ∈
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C∞(Ω) ∩ W 2,q(Ω) (n/(n − 1) < q < ∞)を作ることが出来る：

ϕ(χ) = 1, ∇ · χ = 0, χ|∂Ω = 0.(1)

この特殊な関数を用いて，non-trivial な Flux 条件を満たす (NS)の解 uを u = v + α(t)χ(x)とお
くことにより，0-Flux 条件の時の問題に帰着させることが出来る．実際，vは次の方程式を満た
すことが分かる：{

∂tv − ∆v + v · ∇v + ∇π = I(α, χ) + L(v), ∇ · v = 0 in Ω × (0,∞)

v|
∂Ω

= 0, v|t=0 = a(x) − α(0)χ(x), ϕ(v) = 0.
(v-NS)

ここで，

I(α, χ) = −αtχ + αδχ − α2χ · ∇χ, L(v) = αv · ∇χ − αχ · ∇v

とおいた．この vに対して，加藤の方法 [3]（または，縮小写像の原理）を適用するために，(v-NS)
にソレノイダル部分への連続射影作用素 P を作用させた次の方程式を考える．

∂tv + Av = −P (v · ∇v) + PL(v) + PI(α, χ), v(0) = a(x) − α(0)χ(x).
(P-v-NS)

これを次の積分方程式になおす:

v(t) = T (t)v(0) −
∫ t

0
T (t − s)P (u · ∇u)(s)ds

+
∫ t

0
T (t − s)PL(v)(s)ds +

∫ t

0
T (t − s)PI(α, χ)(s)ds.

これに対して、菱田の方法 [4]と同様にして，Stokes 半群の Lp-Lq 評価を適用すれば次を得る.

主定理 2. n ≥ 3とする．θ0 < 1 − n/2q, θ∞ > 1/2に対して，Flux ϕ(u) = α(t)は次を満たす減
少関数とする：

|α(t)| ≤ Ct−θ0 , |∂tα(t)| ≤ Ct−θ∞

とする．このとき，次を満たすような正定数 δ = δ(Ω, n)が存在する：a − α(0)χ ∈ Jn(Ω)に対し
て，∥a − α(0)χ∥Ln ≤ δであれば，Flux ϕ(t) = α(t)をもつ (NS)は時間大域解をもち，t → ∞の
とき，

∥u(t)∥Lr(Ω) = o(t−
1
2
+ n

2r ) for n ≤ r ≤ ∞,

∥∇u(t)∥Lr(Ω) = o(t−1+ n
2r ) for n ≤ r < ∞.

参考文献
[1] R. Farwig and H. Sohr: Helmholtz decomposition and Stokes resolvent system for apeture

domains in Lq-space, Analysis 16, 1-26(1996)
[2] Giovanni P. Galdi: An Introduction to the Mathematical Theory of the Navier-Stokes

Equations, Vol.I: Linearized Steady Problems, Vol. II: Nonlinear Steady Problems, Springer,
New York, 1994.

[3] T. Kato: Strong Lp-Solutions of the Navier-Stokes Equation in Rn, with Applications to
weak solutions. Math. Z. 187,471-480 (1984)

[4] T. Hishida: The nonstationary Stokes and Navier-Stokes flows through an aperture. El-
liptic and parabolic problems (Rolduc/Gaeta, 2001), 126-134, World Sci. Math. Ann. 285,
265-288

E-mail address: kubo@waseda.jp



第２８回 発展方程式若手セミナー
アブストラクト

微小重力環境でのすす燃焼パターンの反応拡散モデルについて

池田幸太 (東北大学大学院理学研究科数学専攻)
三村昌泰 (明治大学理工学部数学科)

1. 導入

近年, 微小重力環境における燃焼の伝播は地上のそれとは異なり, 燃焼過程で指状のパ
ターンが現れることが実験によって観察された ([1]). 微小重力環境下では対流の効果が小
さく地上と比べ酸素が供給されにくいためこのような現象が起こると考えられている. ま
た微小重力環境下でなくとも対流効果を無視できる実験において酸素の供給速度が小さ
ければ, 一定速度一定濃度で一様に窒素と酸素の混合気体を供給し, かつ一様な着火をし
たにもかかわらず燃焼は必ずしも一様に進行せず, 燃焼面の一様性が破れ, 供給速度に依
存して定性的に異なる３つの空間的なパターンが燃焼跡に現れることが別の実験によって
観察された ([3]).
この現象を理論的に調べるため, 次のモデル方程式が導出されている ([4]):

(RD)



∂u

∂t
= Le∆u + λ

∂u

∂x
+ γk(u)vw − aum, (x, y) ∈ I × Ω, t > 0,

∂v

∂t
= −k(u)vw, (x, y) ∈ I × Ω, t > 0,

∂w

∂t
= ∆w + λ

′ ∂w

∂x
− k(u)vw, (x, y) ∈ I × Ω, t > 0.

ここで u, v, w はそれぞれ温度, 紙の密度, 酸素と窒素の混合気体濃度を表し, k(u) =
exp(−1/u)はアレニウス則から得られる非線形項である. I ⊂ (−∞,∞)は (0, lx), (−∞,∞)
のいずれかであり, Ω ⊂ Rnは有界領域とする. また (RD)に含まれるパラメータはそれぞ
れ Le, a, γ > 0, m ≥ 1, λ, λ

′ ≥ 0を満たすとする.
uが満たすべき境界条件について述べる. I = (0, lx)であれば (x, y) ∈ ∂I×Ω, t > 0でuは

Neumann境界条件を満たすとする. 一方 I = (−∞,∞)の場合は任意のy ∈ Ω, t > 0に対し
てuは lim|x|→∞ u(x, y, t) = 0を満たすとする. またいずれの場合も (x, y) ∈ I×∂Ω, t > 0に
対してuはNeumann境界条件を満たすとする. 次にwが満たすべき境界条件について述べ
る. I = (0, lx)であれば y ∈ Ω, t > 0に対して ∂w/∂x(0, y, t) = 0及びw(lx, y, t) = wRを満
たすとする. ここでwR > 0は右端からの供給濃度を表す定数である. 一方 I = (−∞,∞)の
場合は任意のy ∈ Ω, t > 0に対してwは limx→∞ w(x, y, t) = wR及び, limx→−∞ w(x, y, t) =
wLを満たすとする. ここでwL > 0は定数である. またいずれの場合も (x, y) ∈ I×∂Ω, t > 0
に対してwはNeumann境界条件を満たすとする.
初期値は u(x, y, 0) = u0(x, y) ≥ 0, v(x, y, 0) = v0(x, y) ≥ 0, w(x, y, 0) = w0(x, y) ≥ 0を

満たすとする.
(RD)は一定速度一定濃度で一様に酸素を供給する状況を表す. 数値シミュレーション

から, 供給速度を表すパラメータλ
′
の値が大きいときには燃焼界面に摂動を加えても時間

が十分に経過すれば再び燃焼界面は一様に進行すること, 徐々に λ
′
の値を小さくしていく

と燃焼界面の不安定化が起こり燃焼界面は波状になること, さらに λ
′
の値を小さくしてい

くと指状の空間パターンが燃焼跡に現れることを示される. 我々の目的はこれらの数値シ
ミュレーション結果の数学的保証を与えることであるが, 今回はその第一歩である.
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2. 時間大域的な解の存在とその挙動

初期値が適当な滑らかさや可積分性を持つとき (RD)に古典解が一意的かつ時間大域的
に存在することが示される. まず時間局所的な解の存在は解析的半群を用いて示すことが
でき, 例えば [2]を参照されたい. 一方時間大域的な解の存在については次の補題から得ら
れる.

補題 1. 初期値u0, v0, w0に対してある十分大きな定数R > 0が存在して, ∥u0∥L∞, ∥v0∥L∞,
∥w0∥L∞ ≤ Rであれば, ∥u∥L∞, ∥v∥L∞, ∥w∥L∞ ≤ 2Rが成り立つ.

解が時間大域的に存在するので,次に解の時間大域的な挙動について考察したい. 実験や
数値シミュレーション結果から (RD)には指状の空間パターンを表すような解の存在が期
待される. このパターンは燃焼跡において観察されるが,燃焼跡を調べるにはv(x, y, t)の時
間大域的な振る舞いを調べればよいと考えられる. したがって v∞(x, y) ≡ limt→∞ v(x, y, t)
がどのような空間的なパターンを持つのかを調べることが我々の目標である. この第一歩
として, まずは v∞が存在し領域の至る所で正であることを示す.

定理 1. I = (0, lx)とし, (u, v, w)を (RD)の古典解とする. このとき任意の点 (x, y) ∈
I × Ωに対して limt→∞ u(x, y, t) = 0が成り立つ. また各点 (x, y) ∈ I × Ωで v∞(x, y) =
limt→∞ v(x, y, t)が存在し, 初期値 v0(x, y)が正であるような点 (x, y) ∈ I × Ωに対して
v∞(x, y) > 0が成り立つ.

3. 進行波解の非存在について

数値シミュレーションによると, I = (−∞,∞)のとき (RD)には xの正の方向に進み,
変数 yには依存しない進行波解の存在が期待される. これはプラナー燃焼と呼ばれる一様
な燃焼面を表す. 酸素供給速度, すなわち λ

′
が十分大きいときにはこの進行波解は安定で

λ
′
が小さくなるとこの進行波解が不安定化し空間的なパターンが現れることが実験や数値

シミュレーションから示唆されており, この予想が数学的にも正しいことを示したい. そ
のためにまずは進行波解が存在するようなパラメータ領域を調べ, そのパラメータ領域で
進行波解が存在することを示すべきである. そこで進行波解が存在しないようなパラメー
タ領域に関していくつか結果を得た.

補題 2. aが十分大きいとき進行波解は存在しない.

aは熱輻射の効果を表すパラメータであるが, その効果が大きいと熱が逃げてしまい燃
焼が持続することが出来ないため進行波解は存在しないと考えられ, 自然な結果である.

補題 3. m = 1とする. このとき λには依存しないある c∗が存在して, c > c∗ − λを満た
す進行速度を持つ進行波解は存在しない.

この補題から非常に速い速度で燃焼が進むようなことはない. さらに, λ > c∗であれば
進行波解は存在しないこともこの補題から得られる.
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退化準線型放物型方程式に対する正則性評価について

水野 将司 (東北大学大学院理学研究科 数学専攻)

本講演ではN 次元開球BR := {x ∈ RN ; |x| < R} , (R > 0)に対し, 次の非線型放物型
方程式の初期値, 境界値問題

(NP)


∂u

∂t
− ∆u +

u

ε
(|∇u|2 − 1) = 0 in (0, T ) × BR

u = 0 on (0, T ) × ∂BR

u(0) = u0 in BR

に対する正則性評価, 特に Harnack不等式の導出について考える. ここで ε > 0はパラ
メータである. (NP)の非負値解 uが与えられた時に

sup
(t1,t2)×Ω′

u ≤ C inf
(t3,t4)×Ω′

u

なる不等式をHarnack不等式という. ここで「ε, t1, . . . , t4やΩ′ ⊂⊂ Ωがどのような条件の
下で得られるか？」や「定数Cが何に依存するか？」,さらには「定数CはΩ′や ε , t1, . . . , t4
に対してどのような挙動をするか？」は応用上重要な問題になる. 特にHarnack不等式か
ら解の形状, 解のHölder連続性が示されるところは Harnack不等式を研究する上で重要
な結果である. 以下, CをHarnack定数と呼ぶことにする.

(NP)は次の平均曲率流方程式記述する方程式の近似になっている.

(MMC)
∂u

∂t
− ∆u +

1

|∇u|2
N∑

i,j=1

∂u

∂xi

∂u

∂xj

∂2u

∂xi∂xj

= 0 in ΩT

(MMC)は主要部の最小固有値が消える方向を持っている,すなわち退化した方程式である.
一般には退化した方程式からHarnack不等式は導けない. だが, 退化していても, Harnack
不等式が成り立つこともあるため (Evans [3] , Lindqvist and Manfredi [5] , Bhattacharya
[2]) , Harnack方程式が成り立つかどうかを調べるためには個々の方程式を調べる必要が
ある. (NP)は ε → 0とすることにより (MMC)を近似した方程式になっている. このこ
とから (NP)に対してHarnack不等式が成り立つかどうか, 特にHarnack定数Cの ε → 0
における挙動を調べることは (MMC)を解析する一つの手段であると考えられる.
退化していない線型の発散型放物型方程式に対し, Moser [6]はHarnack不等式を示す

方法を作った. Moserの方法は非線型方程式についても有効でAronson and Serrin [1] や
Trudinger [7]らによって, 準線型方程式に拡張されている. 今回, (NP)に対してTrudinger
の手法を用いて次のような結果を得た.
定理 (Weak Harnack Inequality)
N ≥ 3に対して 0 ≤ u ≤ M を (NP)の解とする. この時 τ > 0 , R′ < Rと p < 0に対し

て, M のみに依存する定数 ξ ≥ M が存在して次の評価が成り立つ;

inf
(τ,T )×BR′

u ≥ C
1/p
1 C2C3∥u∥Lp((0,T )×BR),

ここでC1 > 0はN にのみ依る定数であり,

C2 := exp

(
−Mξ(N + 2)

2|p|ε

)
, C3 :=

(
1

(R − R′)2
+

1

τ

)−(N+2)/2|p|

.
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58 水野 将司 (東北大学大学院 理学研究科)

(NP)の非線型項であるu|∇u|2は解の減衰をひきおこす項になっているので, Harnackの
不等式の導出には inf uを下から持ち上げる評価が問題になってくる. 以下,証明の概略とし
て非線型項の処理の方法と, Iterationを与える不等式の導出について説明する. b0 := M/ε
とし, ηは適当な cut-off functionとする. (NP)に ϕ := η2e−b0uup−1をかけて Laplacianの
項について部分積分する.

∇ϕ = 2ηe−b0uup−1∇η + η2e−b0u((p − 1)u−p−2 − b0u
−p−1)∇u

となり, −η2e−b0ub0u
p−1∇uの項によって, 非線型項 u|∇u|2の積分をキャンセルさせるこ

とができる. 従って

f(u) := |p|
∫ ∞

u

e−b0ss−|p|−1 ds

とおくと, 局所 Energy不等式
1

|p|

∫∫
∂t(η

2f(u)) dxdt +
|p| + 1

2
e−b0M

∫∫
η2u−|p|−2|∇u|2 dxdt

≤ 2

|p| + 1

∫∫
u−|p||∇η|2 dxdt +

2

|p|

∫∫
η|∂tη|u−|p| dxdt.

(1)

が得られる. u−|p|の可積分を上げるために次の補題を用いる.
補題 (Ladyženskajaの不等式) N ≥ 3に対し

V ((0, T ) × Ω) := L2(0, T ; H1
0 (Ω)) ∩ L∞(0, T ; L2(Ω)),

∥u∥V ((0,T )×Ω) := ∥u∥L2(0,T ;H1
0 (Ω)) + ∥u∥L∞(0,T ;L2(Ω))

とおくと, u ∈ V ((0, T ) × Ω)に対し u ∈ L2(N+2)/N((0,T )×Ω)であり

∥u∥L2(N+2)/N)((0,T )×Ω) ≤ C∥u∥V ((0,T )×Ω)

が成り立つ. 但し, 定数CはN にのみ依存する.
先のEnergy不等式 (1)とLadyženskajaの不等式から 0 < τ0 < τ1 < τ , R′ < R1 < R0 <

Rに対して cut-off functionを適当に選ぶことにより, 次の不等式が得られる.∥∥u−|p|/2
∥∥2

L2(N+2)/N ((τ1,T )×BR1
)
≤ Ceb0ξδ

∥∥u−|p|/2
∥∥2

L2((τ0,T )×BR0
)
.

但しCはN にのみ依る定数, δは τ0, τ1, R0, R1にのみ依る定数, ξはM にのみ依る定数で
ある. これにより積分範囲を狭めるかわりに u−|p|/2 の可積分性を上げることができる. こ
の不等式を繰り返し用いることで sup upを ∥u∥pで評価することができる.
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第２８回 発展方程式若手セミナー
アブストラクト

多重井戸型ポテンシャルによるALLEN–CAHN型の方程式の特異極限について

大塚 岳 (東京大学大学院数理科学研究科 研究拠点形成特任研究員)

次の反応拡散方程式の特異極限について考える。

(1) uε
t − ∆uε +

1

ε2
fε(u

ε) = 0 in RN × (0, T ).

ここで fεは

(2) fε(u) = − sin u − εa(1 + cos u)

で与えられる関数であり、aは定数とする。方程式 (1)は次のエネルギー汎関数

Eε(φ) =

∫ (
1

2
|∇φ|2 +

1

ε2
Fε(φ)

)
dx

の L2勾配流として得られる方程式である。ここで Fε =
∫

fε = cos u − εa(u + sin u)で
ある。
非線形項が fε(u) = 2u(u2 − 1)であるとき、方程式 (1)はAllen–Cahn方程式と呼ばれ

る。このとき Fε = (u2 − 1)2/2はふたつの極小点 u = ±1を持つ。Allen–Cahn方程式
において、内部遷移層と呼ばれる解 uεの値が−1から 1へと移り変わる幅 O(ε)の層が、
ε → 0としたとき平均曲率流方程式にしたがって動く界面に収束することが知られてい
る。Rubinstein、Sternberg、Kellerは漸近展開による形式的な計算でこの関係を示した
([RSK])。Chenは古典解の理論で、Evans、Soner、Souganidisは粘性解の理論で uεが 1
もしくは−1に収束する点の集合について、平均曲率流方程式の解を用いた特徴づけを与
えた ([C],[ESS])。ここではAllen–Cahn方程式の非線形項と同様の構造が多数見られる関
数 (2)を導入する。エネルギー汎関数におけるFε =

∫
fεは無数の極小点 (2k +1)π(k ∈ Z)

を持つ。それゆえ複数の内部遷移層が得られることが予想される。本講演では (1)におけ
る複数の内部遷移層の挙動について考察する。
方程式 (1)において、初期値 uε(x, 0) = u0(x)には

(3) −π < u0 < 3π, inf
RN

u0 < 0, sup
RN

u0 > 2π

を仮定する。これはもし |u0| < πとすると比較原理から |uε| ≤ π がしたがい、Allen–Cahn
方程式と本質的に同じ問題となるからである。仮定 (3)を課すと内部遷移層として解の値
が−πから πへ移り変わる層と、πから 3πへと移り変わる層が得られる。形式的な漸近
展開から駆動力項つきの平均曲率流方程式の等高線方程式

(4) ut − |∇u|
{

div
∇u

|∇u|
+ A

}
= 0 in RN × (0, T )

が導出される。ここでAは aにのみ依存する定数である。したがって (1)の内部遷移層は
(4)にしたがって動く界面 {x; u(t, x) = z}に収束すると考えられる。本講演の目標はこ
の予想を厳密に証明することである。
以下に本講演の主結果を述べる。なお本講演ではとくに断らない限り、解はすべて粘性

解の意味で考える。

Theorem 1. 初期値 u0は有界かつ一様連続であり、(3)を仮定する。関数 uε、uはそれぞ
れ初期値を uε(x, 0) = u(x, 0) = u0(x)とする (1)、(4)の解とする。任意の t ∈ [0, T ]につ
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60 大塚 岳 (東京大学大学院 数理科学研究科)

いて、{x; u(x, t) < 0} ≠ ∅、{x; u(x, t) ∈ (0, 2π)} ≠ ∅、{x; u(x, t) > 2π} ̸= ∅を仮定す
る。このとき任意のコンパクト集合K ∈ {(x, t) ∈ RN × (0, T ]; u(x, t) < 2πk} (k = 0, 1)
について、

lim
ε→0

sup
K

uε ≤ (2k − 1)π

が成り立つ。同様に任意のコンパクト集合 K ∈ {(x, t) ∈ RN × (0, T ]; u(x, t) > 2πk}
(k = 0, 1)について、

lim
ε→0

inf
K

uε ≤ (2k + 1)π

が成り立つ。

証明の方針は [C]によるごく短時間での解 uεの挙動の評価と、[ESS]による収束の評価を
行うための優解、劣解の構成からなる。この問題における本質的な困難は 2つの種類の内
部遷移層が同時に存在するため、[ESS]の方法により構成した解では πから 3πに移り変
わる内部遷移層の下からの評価、および−πから πに移り変わる内部遷移層の上からの評
価が出来ないことである。[ESS]では優解を、進行波解の考察から得られる常微分方程式

(5) −q′′ε − cεq
′
ε + fε(qε) = 0

の解と、界面からの符号つき距離関数から構成する。このとき、たとえば πから 3πに移
り変わる内部遷移層を下から評価するためには qε(−∞) = −π、qε(+∞) = 3πをみたす
(5)の解が必要になる。ところが一般にはこのような解は存在しない。この困難を解決す
るために、[ESS]の手法で qε(±∞) = ±πなる (5)の解から得られた (1)の優解をふたつ用
い、“積み上げる”ことによって通常の 2倍の高さの層を持つ優解を構成する。この “積み
上げ”を可能とした最大の要因は、fεが周期的であることである。

References

[C] X. Chen, Generation and propagation of interface in reaction-diffusion equations, J. Differential
Equations, 96(1992), 116–141

[ESS] L. C. Evans, H. M. Soner and P. E. Souganidis, Phase transitions and generalized motion by mean
curvature, Comm. Pure Appl. Math., 45(1992), 1097–1123

[RSK] J. Rubinstein, P. Sternberg and J. B. Keller, Fast reaction, slow diffusion, and curve shortening,
SIAM J. Appl. Math., 49(1989), 116–133



第２８回 発展方程式若手セミナー
アブストラクト

反応拡散方程式系の時間大域解の存在・非存在について

五十嵐 威文（日本大学理工学部・非常勤講師　日本工業大学工学部・非常勤講師）

次の反応拡散方程式系の初期値問題 (IVPS)を考える。

(IVPS)


ut = ∆u + tq1 |x|σ1vp1 , in Rn × (0,∞),
vt = ∆v + tq2 |x|σ2up2 , in Rn × (0,∞),
u(x, 0) = u0(x) ≥ 0, in Rn,
v(x, 0) = v0(x) ≥ 0, in Rn,

但し，p1, p2 ≥ 1, p1p2 > 1, q1, q2 ≥ 0, σ1, σ2 ≥ 0, u0, v0 ∈ BC(Rn)とする。
a ≥ 0に対し，次の関数空間を導入する：

Ia =

{
ξ ∈ BC(Rn); ξ(x) ≥ 0, lim sup

|x|→∞
|x|aξ(x) < ∞

}
,

Ia =

{
ξ ∈ BC(Rn); ξ(x) ≥ 0, lim inf

|x|→∞
|x|aξ(x) > 0

}
.

また，ノルム ∥ · ∥∞,aを
∥ξ∥∞,a := sup

x∈Rn

⟨x⟩a|ξ(x)|

と定義し，∥ξ∥∞,a < ∞となるようなL∞-関数空間をL∞
a とする。但し，⟨x⟩a = (1+|x|2)a/2

である。このとき，Ia ⊂ L∞
a となる。さらに，(u0, v0) ∈ Iδ1 × Iδ2とするとき，(IVPS)の

時間局所解 (u(·, t), v(·, t)) ∈ L∞
δ1
× L∞

δ2
が一意的に存在する。但し，

δ1 =
σ1 + σ2p1

p1p2 − 1
, δ2 =

σ2 + σ1p2

p1p2 − 1

である。ここで，

α1 =
(2 + σ1 + 2q1) + (2 + σ2 + 2q2)p1

p1p2 − 1

α2 =
(2 + σ2 + 2q2) + (2 + σ1 + 2q1)p2

p1p2 − 1

とおいたとき，次の主結果が成り立つ：
Theorem 1 (時間大域解の非存在).
Assume that (u0, v0) ∈ Iδ1 × Iδ2, and max{α1, α2} ≥ n. Then, every nontrivial solution

(u, v) of (IVPS) is not global in time.
Theorem 2 (時間大域解の存在).
Assume that (u0, v0) ∈ Iδ1 × Iδ2, and max{α1, α2} < n. Suppose that

(u0, v0) ∈ Ia1 × Ia2 with a1 > α1, a2 > α2,

and that ∥u0∥∞,a1 and ∥v0∥∞,a2 are small enough. Then, every solution (u, v) of (IVPS)
is global in time.

Theorem 2 は，第 27回発展方程式若手セミナー [16] で報告済である。
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Theorem 3 (時間大域解の非存在).
Assume that (u0, v0) ∈ Iδ1 × Iδ2. Suppose that one of the following four conditions holds:
(i) u0 ∈ Ia1 with a1 < α1;
(ii) v0 ∈ Ia2 with a2 < α2;

(iii) u0(x) ≥ Me−ν0|x|2 for some ν0 > 0 and M > 0 large enough;

(iv) v0(x) ≥ Me−ν0|x|2 for some ν0 > 0 and M > 0 large enough.
Then, every solution (u, v) of (IVPS) is not global in time.

Theorems 1 and 3 において，第 27回発展方程式若手セミナー [16] で報告したときは
σ1 < n(p1 − 1), σ2 < n(p2 − 1) といった σ1，σ2 の条件が付けられていたが，今回，σ1, σ2

の条件を取り外すことができ，結果を上記のように改良することができた。
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多層からなる棒状媒体に対する非破壊検査の逆問題

永安聖, 中村玄 (北海道大学大学院理学研究院)

幾種類もの媒質が半直線のようにつながってできた棒状媒体を考える (図参照). 各媒質
を伝わる波は 1次元波動方程式で記述されているとする. そして, 半直線の端点付近の状
況は直接観測できるけれども, 端点から遠いところの状況は直接は観測できないとする.
このとき, この直接観測することができない情報を推測するために, 非破壊検査と呼ばれ
る次のような実験を行う: まず, 半直線の端点に人工的に衝撃を起こす. すると, この衝撃
によって媒体内を波が伝わる. この波のうち, 端点に跳ね返ってくるものを観測し, この
観測したデータから, 端点から遠いところの情報を具体的に再構成することを試みる.
さてここで, 記号を導入し, この問題を定式化する. h0 := 0と置く. 各 k = 1, . . . , N − 1

に対し, hkをhk > hk−1を満たす正定数とする. 各 k = 1, . . . , N −1に対し,区間 (hk−1, hk)
を第 k層と, 又, 区間 (hN−1,∞)を第N 層と呼ぶ. 各 k = 1, . . . , N に対し, ak, bkを正定
数とする. akは第 k層を通る波の速度を表し, bkは第 k層のインピーダンスを表す. イン
ピーダンスとは, 一言で言うと, 媒質の波を伝える能力を表すパラメータであり, 特に異な
る媒質がつながっている場合の波の反射・透過を表す際に大きな役割を果たす. すると,
この媒体内を伝わる波の伝播を記述する方程式は次のようになる (尚, 方程式の導出につ
いては, 例えば [1]を参照):

(∂2
t − a2

k∂
2
x)u(t, x) = 0,

hk−1 < x < hk (k = 1, . . . , N − 1),
x > hN−1 (k = N),

(W.k)

u(t, x) ≡ 0, t < 0,(O)

∂xu(t, x)|x=0+0 = φ(t) (但し, supp φ ∩ (−∞, 0) = ∅),(B)

u(t, x)|x=hk−0 = u(t, x)|x=hk+0 (k = 1, . . . , N − 1),(I.k)

akbk∂xu(t, x)|x=hk−0 = ak+1bk+1∂xu(t, x)|x=hk+0 (k = 1, . . . , N − 1).(J.k)

尚, 方程式 (I.k)は, 接合点 x = hkに於ける波の変位の連続性を, 又, 方程式 (J.k)は x = hk

に於ける応力の連続性を表している. そして, この定式化により, 初めに述べた問題の既
知データ, 未知データは夫々
・既知データ: a1, b1, φ(t) (人工的な衝撃), u(t, 0) (観測データ),
・未知データ: N (層の数), ak, bk (k = 2, . . . , N), hk (k = 1, . . . , N − 1)
となる. この問題は, 普通に「偏微分方程式を解く」のとは異なり,「偏微分方程式の解の
一部が与えられているときに, 方程式の係数等を決める」問題である. このような問題は
逆問題と呼ばれている. これに対し, 係数が全て既知であるとして偏微分方程式の解の性
質について議論する問題は順問題と呼ばれている. さて, 次の主結果は, 第 1層の情報が
既知であるときに, 端点 x = 0での時間 T の間の観測データから, その観測時間の長さ T
に応じて, 端点に近い方の層から, そのインピーダンス bk+1及びその層の幅と波の速度と

-r
h0=

0
φ(t)

波の速度: a1

インピーダンス: b1

第 1層

rh1

a2

b2

第 2層

rh2 · · · rhk−1

ak

bk

第 k層

rhk · · · rhN−1

aN

bN

第N 層

x
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の比 (hk − hk−1)/akが順々に再構成できる, ということを表している.

主結果. a1, b1は既知であるとする. bj ̸= bj+1 (j = 1, . . . , N − 1)とする. T > 0とす
る. φ ∈ L1(−∞, T )は supp φ ⊂ [0, T )を満たすとし, 更にある ε0 > 0が存在して, 任意
の ε ∈ (0, ε0)に対して

∫ ε

−∞ φ(s)ds ̸= 0が成立するとする. 観測データ v(t) := u(t, 0)が
[0, T )上で与えられたとする. ここで, u(t, x)は方程式 (W.1)–(W.N), (O), (B), (I/J.1)–
(I/J.N − 1)の解を表す. このとき, 定数 bk+1, (hk − hk−1)/ak (1 ≤ k ≤ N0 − 1)が次の方
法により再構成できる.

手順 1. v1(t) := −a1

∫ t

−∞
φ(s)ds − v(t)と置く.

手順 k+1 (k=1,2,...). [0, T )上 vk(t) ≡ 0ならば再構成終了, このときの kが上のN0

に対応する: vN0(t) ≡ 0. 一方, vk(t) ̸≡ 0ならば, 次の手続きを実行する:

• tk := inf {t ∈ [0, T ) : vk(t) ̸= 0}と置く.

• 次のように (hk − hk−1)/ak, bk+1を再構成:

hk − hk−1

ak

:=
tk
2
−

k−1∑
j=1

hj − hj−1

aj

,

bk+1 =

22k−1a1

k−1∏
j=1

bjbj+1

(bj + bj+1)2
− lim

t→tk+0

vk(t)∫ t−tk
−∞ φ(s)ds

22k−1a1

k−1∏
j=1

bjbj+1

(bj + bj+1)2
+ lim

t→tk+0

vk(t)∫ t−tk
−∞ φ(s)ds

bk.

• vk+1(t) := vk(t) + g(k)

(
t; a1; b1, . . . , bk+1;

h1

a1

,
h2 − h1

a2

, . . . ,
hk − hk−1

ak

; T

)
と置

き, 次の手順に進む. ここで, g(k)は,

g(k)

(
t; a1; b1, . . . , bk+1;

h1

a1

,
h2 − h1

a2

, . . . ,
hk − hk−1

ak

; T

)
= −2a1

∑
0≤ml<∞ (1≤l≤k),

k
P

j=1
(mj+1)

hj−hj−1
aj

≤T
2

ψk+1(m1, . . . ,mk; b1, . . . , bk+1)

×
∫ t−2

k
P

j=1
(mj+1)

hj−hj−1
aj

−∞
φ(s)ds

という形をしており, ψk+1の明示的な表示も得られているが, ここでは割愛する
(ψk+1の明示的な定義は [2]でなされている).

尚, 永安は, 実験の際の人工的な衝撃を, 端点から少し離した第 1層内部のある点での
デルタ関数とした場合の結果 [2]を得ていたが, 今回, その人工的な衝撃を真に端点で起こ
し, しかもその衝撃はデルタ関数に限らない, より一般の関数で記述される衝撃であった
としても, 1回の実験により, 半直線の内部の情報を再構成することができたことにも注
意しておく.
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破壊現象の数理モデル

大塚 厚二 (広島国際学院大学　情報学部)

1. はじめに

製造工程や加工において無視できない不連続面 (亀裂)が存在する．この初期亀裂 C が
危険であることは少なく，外力や熱応力，体積力などの繰返しによる亀裂の安定成長 C(t)
が危険な寸法 C(t0) = Cc に成長することで脆性破壊と呼ばれる不安定成長が起きる (例え
ば [2]参照)．ここでは，物体が線形弾性変形理論の範囲内で破断に至る脆性破壊現象の数
理モデルについて概略を述べる．詳細は “http://grb.cs.hkg.ac.jp/~ohtsuka/” で見
ていただきたい．

2. 滑らかな亀裂進展

議論を単純にするため不連続面は２つの媒介変数 y1, y2 によって

C = {x = (x1, x2, x3)| x = ψ⃗(y1, y2), ψ⃗ = (ψ1, ψ2, ψ3) , (y1, y2) ∈ D}
と表現でき，亀裂静止形状，亀裂縁および時間 t に関してC∞級であるとする．以下の議
論は，局所座標系を取ることで一般的な曲面でも同様な議論が展開できる．ここで，D は
滑らかな縁をもつ２次元領域である．曲面 C を含む曲面 S = {x| x = ψ⃗(y1, y2), (y1, y2) ∈
D0}, D ⊂ D0 に沿って亀裂は進展すると仮定する (S ⊂ Ω)．

Cの曲面 S 上の滑らかな亀裂進展 Π(C | S) を次で定義する．
(SC1): 初期亀裂先端 ∂C の点 γ (t = 0) が，時刻 t > 0 に仮想亀裂の先端 ∂C(t)
の点 ϕ(t, γ) に移ったと考える．写像 ϕ(t) : γ 7→ ϕ(t, γ) は時刻 t についても，亀
裂縁の点 γ に関しても滑らかで，１対１であるとする．

(SC2): 亀裂は進展している（limt→+0 t−1|C(t) − C| ̸= 0 ）．

弧長 s を媒介変数として，亀裂縁は ∂C = {ψ⃗(s)| 0 ≤ s ≤ LC},

ψ⃗(s) = (ψ1(s), ψ2(s), ψ3(s)), ψi(s) = ψi(y1(s), y2(s)), i = 1, 2, 3

の形に表現されているとする．点 x ∈ S における Sの単位法線ベクトル ν⃗及び γ ∈ ∂Cに
おける接ベクトル ψ⃗′(γ), γ = ψ⃗(s0) を

ν⃗(x) =

∂ψ⃗
∂y1

(x) × ∂ψ⃗
∂y2

(x)∣∣∣ ∂ψ⃗
∂y1

(x) × ∂ψ⃗
∂y2

(x)
∣∣∣ , ψ⃗′(γ) =

dψ⃗

ds
(s0)

で定義する．点 γ ∈ ∂C において，e⃗2(γ) = ν⃗(γ), Sの接ベクトル e⃗1(γ) を C に対して外
向単位ベクトルで e⃗2(γ)と ψ⃗′(γ)とに垂直に取り，e⃗3(γ) を ψ⃗′(γ)または−ψ⃗′(γ)に等しく
取ることで {e⃗1(γ), e⃗2(γ), e⃗3(γ)}が直交座標系となるようにできる．曲面 S の ν⃗方向を+,
反対面を−と向き付けておく．
亀裂縁の点 γ ∈ ∂C でのベクトル ϕ′(0, γ) の e⃗1(γ) 成分を点 γ における亀裂進展速度と

呼び VC(γ)で表す．すなわち VC(γ) = ϕ′(0, γ) · e⃗1(γ) で，VC(γ)e⃗1(γ) を亀裂縁 ∂C におけ
る亀裂進展速度場と呼ぶことにする．次が成り立つ [1]．

|VC| = lim
τ→0

t−1|C(t) − C|, |VC| =

∫ LC

0

VC(ψ⃗(s))dγ(s), VC ≥ 0,
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3. 変分問題

変位ベクトル u⃗(t) はエネルギー汎関数

(1) E(v⃗;L, ΩC(t)) =

∫
ΩC(t)

{
E(v⃗) − f⃗ · v⃗

}
dx −

∫
ΓN

g⃗ · v⃗ ds

を関数空間

V (ΩC(t)) =
{
v⃗ ∈ H1(ΩC(t))

3| ΓDで v⃗ = 0
}

で最小にする元として求まる．ここで，εij(v⃗) = (∂jvi + ∂ivj)/2, v⃗ = (v1, v2, v3) は微小歪，
E(v⃗) = 1

2
Cijklεij(v⃗)εkl(v⃗) は歪エネルギー密度関 Lax-Milgram定理とKornの不等式によ

り最小元の存在が言える [1]．．
仮想的な亀裂進展 C(·) ∈ Π(C|S) を考える．亀裂進展部分 C(t) \ C では [[⃗v]] = 0 なので

v⃗ ∈ H(ΩC) となり，包含関係H(ΩC) ⊂ H(ΩC(t)) が成り立ち，初期亀裂状態 u⃗ と仮想亀裂
進展後の状態 u⃗(t) とにエネルギー不等式

(2) E(u⃗;L, ΩC) = min
v⃗∈V (ΩC)

E(v⃗;L, ΩC) ≥ min
w⃗∈V (ΩC(t))

E(w⃗;L, ΩC(t)) = E(u⃗(t);L, ΩC(t))

が成り立つ．エネルギー差 E(u⃗;L, ΩC) − E(u⃗(t);L, ΩC(t)) が亀裂を成長させるエネルギー
であるというGriffithの考えを，Irwinが改良して，亀裂進展における単位面積増加あた
りのエネルギー解放量

(3) G(L, C(·)) = lim
t→+0

E(u⃗;L, ΩC) − E(u⃗(t);L, ΩC(t))

|C(t) \ C|
を亀裂進展力と考えてエネルギー解放率と呼ぶことにした．ここで，|C(t) \ C| は曲面
C(t) \ C の面積を表す．

定理 3.1. 仮想亀裂進展 C(·) ∈ Π(C|S) に対し

G(L, C(·)) = Jω(u⃗, X⃗C)|VC|−1(4)

ここで，ω ⊂ U(∂C) は亀裂縁 ∂C を含む開近傍で，X⃗C = (X1
C , X

2
C , X

3
C) は亀裂進展速度

場を U(∂C)において亀裂面及びその垂直方向に平行移動して拡張したベクトル場．一般
J積分 Jω(u⃗, X⃗C) を次で定義する．

Jω(u⃗, X⃗C) = Pω(u⃗, X⃗C) + Rω(u⃗, X⃗C)(5)

Pω(u⃗, X⃗C) =

∫
∂ω

{
E(x, u⃗)(X⃗C · n⃗) − σij(u⃗)nj(X⃗C · ∇ui)

}
ds,

Rω(u⃗, X⃗C) =

∫
ω∩ΩC

{
σij(u⃗)∂jX

k
C∂kui − (X⃗C · ∇x)E(x, u⃗)

−f⃗(X⃗C · ∇u⃗) − E(x, u⃗)divX⃗C

}
dx.

ここで，n⃗ = (n1, n2, n3) は ∂ωの外向き単位法線ベクトルである．

References
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半線形熱方程式の空間無限遠での爆発とそのプロファイル

下條 昌彦（東大・数理）

本講演では，半線形熱方程式に対する初期値問題

(1)

{
ut = ∆u + f(u), x ∈ RN , t > 0,
u(x, 0) = u0(x), x ∈ RN

を考え，解が無限遠で爆発するという現象を論じる．ここで空間次元Nは任意であり，非
線形項 f には次の増大度の条件を仮定する．

(2)
( f

log f

)′
> 0,

( f

log f

)′′
> 0 (σ ≫ 1),

∫ ∞

1

log f(σ)

f(σ)
dσ < ∞.

例えば，次の増大度をもつ関数はこの条件を満たしている．

lim
u→∞

f(u)

u(log (1 + u) )b
= ∞ (b > 2).

まず，初期値問題 (P) の解がある時刻 T = T (u0, v0) で爆発するとは，

lim sup
t↗T

∥u(·, t)∥L∞(RN ) = ∞.

が成り立つことをいう．解が時刻 T で爆発するとき，点 a ∈ RN がその爆発点であると
は，適当な点列 xm → a と tm ↗ T に対して |u(xm, tm)| → ∞ が成り立つことを意味す
る．我々は爆発点の全体を爆発集合と呼び，それを B(u0) と記す．また，「無限遠でのみ
爆発する」とは，解は爆発するが B(u0) = ∅ となることをいう．これは，任意の有界集
合 K に対して次が成り立つことを意味する．

lim sup
t→T (u0)

∥u(·, t)∥L∞(K) < ∞

このとき，極限 u(x, T ) := limt→T u(x, t) が存在してRN 上のC2級関数となる．これを爆
発時刻における解のプロファイルと呼ぶ．
空間無限遠での爆発に関する先駆的な結果として，空間 1 次元単独方程式の場合に

Lacey [3]は半直線上の初期境界値問題の解に対して無限遠のみで爆発する例を示した．ま
た，Giga-Umeda [1]は高次元の単独方程式 ut = ∆u + up の初期値問題を扱い，初期値 u0

がある定数M > 0に対して 0 ≤ u0 ≤ M , u0(x) → M (|x| → ∞) をみたすときに無限遠
のみでの爆発が起こることを示した．また，下條は [1] の結果を改良し，より広いクラス
の初期値に対して無限遠のみでの爆発が起こることを示した [4]．より詳しく述べれば次
を示した．

(H1) ある定数 M > 0 に対して 0 ≤ u0 ≤ M,u0 ̸≡ M．
(H2) ある点列 {an}∞n=1 ⊂ RN とRn → ∞ (n → ∞)が存在して

lim
n→∞

∥u0 − M∥L1(BRn (an)) = 0

ならば，以下が成立する．
(i) T := T (u0) = T (M)
(ii) B(u0) = ∅（無限遠のみでの爆発）
(iii) limn→∞ u(an, T ) = ∞．
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その後 Giga-Umeda [2] は，この結果をある p > 1 に対して f(σ)/σp → ∞ (σ → ∞) が
成り立つ場合に拡張した．さらに，発表者と東京大学の俣野博教授は，その結果が (2) の
下でも成り立つことを証明した（[5]参照）．
一方，これまでのところ爆発時刻での解のプロファイルや，爆発後の挙動に関しては何

も言及されていなかった．そこで我々は解のプロファイルの空間遠方での増大度に，ある
上限があることを証明した．また，爆発後の ”延長解” は RN のすべての点で値が発散す
ることも示すことができたのでそれらの結果について紹介する（[5]参照）．以下 φ(s) は
次の微分方程式の解とする:

φ̇ = −f(φ) (s > 0), lim
s↘0

φ(s) = ∞.

たとえば，f(u) = up (p > 1) ならば

φ(s) = (p − 1)−1/(p−1)s−
1

p−1 (0 < s < ∞)

であり，f(u) = eau (a > 0) ならば次の関数である．

φ(s) = −1

a
log (as) (0 < s < 1/a).

主定理 (General upper bound and Lower bound). (i) ある γ ∈ (0, 1) と L > 0 が
あって fγ が [L,∞) 上で凸とする. (H1) と T (u0) = T (M) を満たす任意の
u0 ∈ C(RN) と ε > 0 に対して, ある C > 0 があって

u(x, T ) ≤ φ
(

C exp
(
− |x|2

4(T (M) − ε)

))
.

(ii) 任意の ε > 0 に対して (H1) と T (u0) = T (M) を満たす初期値 u0 ∈ C(RN) が
あってある C > 0 に対して

u(x, T ) ≥ φ
(
C exp

(
− |x|2

4(T (M) + ε)

))
.

(iii) ある程度，緩やかな増大度の関数 ρ(x) に対し，(H1) と T (u0) = T (M) を満たす
初期値 u0 があって
u(x, T )

ρ(x)
→ 1 (|x| → ∞).

証明には適当な優解と劣解を構成する．それらをうまく用いることにより，我々の結果
は統一的に得ることができる．
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第２８回 発展方程式若手セミナー
アブストラクト

BLOW-UP DIRECTIONS FOR QUASILINEAR
PARABOLIC EQUATIONS

関　行宏 (東大・数理)

次のような準線形放物型方程式に対する初期値問題の非負の爆発解について考える.

(1)

{
ut = ∆ϕ(u) + f(u),
u(x, 0) = u0(x),

x ∈ RN , t > 0,
x ∈ RN .

ただし, ϕ, f ∈ C1([0,∞)) ∩ C∞((0,∞)), ϕ(ξ) > 0, ϕ′(ξ) > 0, ϕ′′(ξ) ≥ 0, f(ξ) > 0 for
ξ > 0, ϕ(0) = 0 とし, さらに, f について∫ ∞

1

dξ

f(ξ)
< ∞

を仮定する. これは (1)の解が有限時間で爆発するための必要条件である. また, u0 ∈
BC(RN) は非負のものを考える. 典型的な例として

(PM) ϕ(ξ) = ξm, f(ξ) = ξp (m ≥ 1, p > 1)

が挙げられる. 初期値問題 (1) は時間局所的な一意解を持ち, さらに初期値を適当に選べ
ば解は有限時間で爆発する. 即ち, (1)の有界な解が存在するような最大時間を tb(u0)とす
ると, tb(u0) < ∞かつ limt↑tb(u0) ||u(·, t)||∞ = ∞が成り立つ. このとき, uは時刻 tb(u0)で
爆発すると言い, tb(u0)を uの爆発時刻と呼ぶ.
本講演では, 最小時間で爆発する解について論じたい. このような解を説明するために,

M = ∥u0∥∞とおいて次の常微分方程式を考える:

v′ = f(v) (t > 0), v(0) = M.(2)

(2)の解 vM(t)は時刻 TM := tb(M) =
∫ ∞

M
dξ/f(ξ) で爆発する. 比較定理によって全て

の (1)の解 uに対して u(x, t) ≤ vM(t)となり, 従って常に tb(u0) ≥ TM である. そこで,
tb(u0) = TM が成り立つとき, (1)の解 uは最小時間で爆発すると定義し, その爆発時刻を
最小爆発時刻と呼ぶことにする.
定理 1. uを最小爆発時刻を持つ (1)の解とする. このとき, 次が成り立つ:
(i)∥u(·, t)∥∞ = limR→∞ sup|x|≥R u(x, t) = vM(t) in t ∈ [0, TM).

(ii)uは無限遠のある方向に爆発する. 即ち, 次のような点列 {(xn, tn)} ⊂ RN × (0, TM)と
方向 ψ ∈ SN−1が存在する:

|xn| → ∞,
xn

|xn|
→ ψ, tn ↑ TM and u(xn, tn) → ∞ as n → ∞.

Giga-Umeda [3]は ϕ(ξ) = ξ, f(ξ) = ξpの場合に定数でない初期値が無限遠で最大値を
とれば, 解は最小爆発時刻を持ち, 無限遠でのみ爆発することを証明した. Seki [5]はこの
結果を (PM), p > mの場合へ拡張した. 定理 1 (ii)に現れる ψ ∈ SN−1を uの爆発方向と
呼ぶ. Giga-Umeda [4]は ϕ(ξ) ≡ ξの場合に (1)の解が最小時間で爆発するための初期値
に対する十分条件を与え,解の爆発方向を特徴付けた. 我々の目的は一般の ϕに対して (1)
の解が最小時間で爆発するための初期値に対する必要十分条件を求め, またその解の爆発
方向を特徴付けることである. そのために, 次のような u0の重み付き平均Aρを導入する:

(3) Aρ(x) =

∫
RN

u0(x − y)ρ(y)dy, ρ(y) =
( ∫

RN

e−|x|dx
)−1

e−|y|.
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70 関 行宏 (東京大学大学院 数理科学研究科)

次の条件が爆発方向の判定に極めて有用である.
(A)ψ 次の条件を満たす点列 {xn} ⊂ RN が存在する:

lim
n→∞

|xn| = ∞, lim
n→∞

xn

|xn|
= ψ and lim

n→∞
Aρ(xn) = M.

定理 2. ある ψ ∈ SN−1に対して, 初期値 u0は条件 (A)ψを満たすとする. このとき, (1)
の解 uは最小時間で爆発し, ψは uの爆発方向となる. さらに,

(4) lim
n→∞

sup
|x−xn|<R

|u(x, t) − vM(t)| = 0 for each R > 0

が成り立つ. この収束は tについて (0, TM)で広義一様である.
定理 2の証明には比較定理の証明に現れる初期値による解の評価と解の同程度連続性

(DiBenedetto [1])を用いる.
さらに f が ϕに比べて速く増大するという次の条件を仮定すれば, 爆発方向を初期値の

プロファイルを使って完全に特徴付けることができる.
(B) 次の条件を満たすC2級関数Ψ(η), 定数 c > 0, η1 > 0が存在する:

Ψ(η), Ψ′(η), Ψ′′(η) ≥ 0 for η > η1;∫ ∞

η1+1

dη

Ψ(η)
< ∞;

{f(ϕ−1(η))}′Ψ(η) − f(ϕ−1(η))Ψ′(η) ≥ cΨ(η)Ψ′(η) for η > η1.

この条件は (PM)の場合については p > mという条件に対応する. Friedman-McLeod [2]
に端を発する, 一点爆発を示す論法を応用することにより, 次の定理が得られる.
定理 3. 条件 (B)を仮定し, uを最小時間で爆発する (1)の解とする. このとき,
(i)u0 ̸≡ M ならば uは無限遠でのみ爆発する.
(ii)ψ ∈ SN−1が uの爆発方向であることと初期値 u0が条件 (A)ψ を満たすことは同値で
ある.
以上の結果を用いて, 最小時間で爆発するための初期値 u0の必要十分条件が得られる.

定理 4.条件 (B)と u0 ̸≡ 0を仮定する. このとき, (1)の解 uが最小時間で爆発するための
必要十分条件は初期値 u0が supx∈RN Aρ(x) = ∥u0∥∞を満たすことである.

注意. 方程式を (PM)に制限すると, p > mのとき, 最小時間で爆発する解 uは最小爆発時
刻において完全爆発することが証明できる. すなわち, uはこの時刻を越えて延長される
ことはない. これを示すには定理 2 (4)と Suzuki [7]の結果を組み合わせればよい.
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アブストラクト

年齢構造を考慮した流言伝播の数理モデル

河内 一樹 (東京大学数理科学研究科 D1)

本発表では，次の 1階の非線形偏微分方程式の境界値問題 (⋄)を扱い，[1]で得られた結
果を紹介する．

(∂t + ∂a)x(t, a) = −λ1(t, a)x(t, a),

(∂t + ∂a)y(t, a) = λ1(t, a)θ(a)x(t, a) − λ2(t, a)y(t, a),

(∂t + ∂a)z(t, a) = λ1(t, a)(1 − θ(a))x(t, a) + λ2(t, a)y(t, a),

x(t, 0) = 1, y(t, 0) = 0, z(t, 0) = 0,

λ1(t, a) =

∫ ω

0

α(a, σ)c(σ)y(t, σ) dσ,

λ2(t, a) =

∫ ω

0

c(σ){β(a, σ)y(t, σ) + γ(a, σ)z(t, σ)} dσ.

最初に，年齢による異質性を考慮した人口における，流言の伝播を記述するモデルを紹
介する．そして，そのモデルの挙動を調べる上で，規格化などを行うことで (⋄)に帰着さ
れることを示す．
次に，(⋄)をある Banach空間上の半線形 Cauchy問題に書き換え，それを用いて解の

well-posednessについて議論する．
そして，ω > 0を最高年齢として，L1(0, ω)上の有界線形作用素 T̃ を次のように定める：

(T̃ u)(a) :=

∫ ω

0

ϕ1(a, b)u(b) db, u ∈ L1(0, ω),

where ϕ1(a, b) := θ(b)

∫ ω

b

α(a, σ)c(σ) dσ.

T̃ のスペクトル半径R0 = rσ(T̃ )と 1との大小関係によって (⋄)の解の挙動が大きく異な
ることを示す．
具体的に述べると次のようである．R0 < 1ならば，任意の (⋄)の解が t → ∞で (x, y, z) =

(1, 0, 0)なる自明解に収束する．R0 > 1ならば，(⋄)は非自明な定常解を持ち，R0が 1に
十分近ければ，自明解から分岐した非自明定常解は局所漸近安定である．
さらに，R0 > 1ならば，ある種の persistenceが成り立つ．すなわち，初期データによ

らない定数 ε > 0が存在して，

lim inf
t→∞

∫ ω

0

y(t, a) da > ε whenever

∫ ω

0

y(0, a) da > 0

が成り立つ．数理生物学などの分野で最近注目を集めている persistenceの概念について
簡単に説明し，この結果を導くために必要となるアイデアを紹介する．
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