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反応拡散方程式系の時間大域解の存在・非存在について

五十嵐 威文（日本大学理工学部・非常勤講師　日本工業大学工学部・非常勤講師）

次の反応拡散方程式系の初期値問題 (IVPS)を考える。

(IVPS)


ut = ∆u + tq1 |x|σ1vp1 , in Rn × (0,∞),
vt = ∆v + tq2 |x|σ2up2 , in Rn × (0,∞),
u(x, 0) = u0(x) ≥ 0, in Rn,
v(x, 0) = v0(x) ≥ 0, in Rn,

但し，p1, p2 ≥ 1, p1p2 > 1, q1, q2 ≥ 0, σ1, σ2 ≥ 0, u0, v0 ∈ BC(Rn)とする。
a ≥ 0に対し，次の関数空間を導入する：

Ia =

{
ξ ∈ BC(Rn); ξ(x) ≥ 0, lim sup

|x|→∞
|x|aξ(x) < ∞

}
,

Ia =

{
ξ ∈ BC(Rn); ξ(x) ≥ 0, lim inf

|x|→∞
|x|aξ(x) > 0

}
.

また，ノルム ∥ · ∥∞,aを
∥ξ∥∞,a := sup

x∈Rn

⟨x⟩a|ξ(x)|

と定義し，∥ξ∥∞,a < ∞となるようなL∞-関数空間をL∞
a とする。但し，⟨x⟩a = (1+|x|2)a/2

である。このとき，Ia ⊂ L∞
a となる。さらに，(u0, v0) ∈ Iδ1 × Iδ2とするとき，(IVPS)の

時間局所解 (u(·, t), v(·, t)) ∈ L∞
δ1
× L∞

δ2
が一意的に存在する。但し，

δ1 =
σ1 + σ2p1

p1p2 − 1
, δ2 =

σ2 + σ1p2

p1p2 − 1

である。ここで，

α1 =
(2 + σ1 + 2q1) + (2 + σ2 + 2q2)p1

p1p2 − 1

α2 =
(2 + σ2 + 2q2) + (2 + σ1 + 2q1)p2

p1p2 − 1

とおいたとき，次の主結果が成り立つ：
Theorem 1 (時間大域解の非存在).
Assume that (u0, v0) ∈ Iδ1 × Iδ2, and max{α1, α2} ≥ n. Then, every nontrivial solution

(u, v) of (IVPS) is not global in time.
Theorem 2 (時間大域解の存在).
Assume that (u0, v0) ∈ Iδ1 × Iδ2, and max{α1, α2} < n. Suppose that

(u0, v0) ∈ Ia1 × Ia2 with a1 > α1, a2 > α2,

and that ∥u0∥∞,a1 and ∥v0∥∞,a2 are small enough. Then, every solution (u, v) of (IVPS)
is global in time.

Theorem 2 は，第 27回発展方程式若手セミナー [16] で報告済である。
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Theorem 3 (時間大域解の非存在).
Assume that (u0, v0) ∈ Iδ1 × Iδ2. Suppose that one of the following four conditions holds:
(i) u0 ∈ Ia1 with a1 < α1;
(ii) v0 ∈ Ia2 with a2 < α2;

(iii) u0(x) ≥ Me−ν0|x|2 for some ν0 > 0 and M > 0 large enough;

(iv) v0(x) ≥ Me−ν0|x|2 for some ν0 > 0 and M > 0 large enough.
Then, every solution (u, v) of (IVPS) is not global in time.

Theorems 1 and 3 において，第 27回発展方程式若手セミナー [16] で報告したときは
σ1 < n(p1 − 1), σ2 < n(p2 − 1) といった σ1，σ2 の条件が付けられていたが，今回，σ1, σ2

の条件を取り外すことができ，結果を上記のように改良することができた。
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