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半線形熱方程式の解の Lq空間における漸近挙動

川上竜樹 (東北大学大学院理学研究科 D1)

次の半線形熱方程式の Cauchy 問題の解 u = u(x, t)の t → ∞における漸近挙動を考
える:

(1)

{
ut = ∆u + f(u) in RN × (0,∞),
u(x, 0) = φ(x) ≥ 0 in RN .

ここでN ≥ 1, φ ∈ L1(RN) ∩ L∞(RN)であり, f ∈ C([0,∞))に対して, ある [0,∞)上連
続かつ単調増加な関数 h = h(τ)が存在して，

(2)

∣∣∣∣f(τ)

τ

∣∣∣∣ ≤ h(τ) for all τ ∈ (0,∞),∫ ∞

δ

h(τ−N
2 )dτ < ∞ for any δ > 0

を満たすとする．(1)の解 u に対して (2)を満たす f の典型的な例 f(u) = up, p > 1+2/N
に対して, 初期値に上と同じ仮定を置くことで, 任意の q ∈ [1,∞]に対して，

t(1−1/q)N/2||u(·, t) − c∗t
−N

2 ψ(·, t)||Lq(RN ) → 0 as t → ∞

が成立する ([4] を参照). また, f(u) = −up, p > 1 + 2/N の場合, 初期値に上と同じ仮定
を置くことで，

lim
t→∞

t
N
2 max

x∈Pa(t)
|u(x, t) − c∗ψ(x, t)| = 0

となることが知られている. ここで

Pa(t) = {x ∈ RN : |x| ≤ at
1
2}, a ≥ 0, t ≥ 0

である ([3] を参照)．本講演では, 非線形項 f(u)を一般化すると共に, Lq空間において誤
差項の評価を加えたより精密な漸近挙動を得ることを目的とする．

定理 1. (2)を仮定し，

sup
t>0

||u(·, t)||L1(RN ) < +∞, lim
t→∞

||u(·, t)||L∞(RN ) = 0

を満たす (1) の解 u を考える．このとき，

(3) lim
t→∞

||(1 + 2t)
N
2 u(·, t) − c∗ψ(·, t)||L∞(RN ) = 0

が成立する. ここで，

ψ(x, t) = (2π)−
N
2 exp

(
−|x|2

4t

)
,

c∗ = ||φ||L1(RN ) +

∫ ∞

0

∫
RN

f(u)dxdt

である．

さらに, 定理 1 より詳しい漸近挙動として次を得る．
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定理 2. 定理 1 と同じ条件の下で, さらに,∫
RN

(1 + |x|2 + | log φ(x)|)|φ(x)|dx < ∞.

を仮定する. このとき, 任意の q ∈ [1,∞]に対して, ある正定数C と T が存在して，

(4) ||(1 + 2t)
N
2 u(·, t) − c∗ψ(·, t)||Lq(RN ) ≤ Ct−

1
2 + C

∫ ∞

t

h(τ−N
2 )dτ

が任意の ∈ (T,∞)に対して成立する. ここで, 定数C = C(φ,N, q, f)である．

この評価によって, 誤差項の評価を加えた減衰評価を得た. 特に f(u) = 0, f(u) = up の場
合は (4) の減衰の度合いは最適であることもわかる．
定理 1 の証明はまず解 u の減衰の度合いと正定数 c∗の存在を比較原理を用いて証明し,

熱方程式の解の表現公式よりGauss 核に収束することを示す. 定理 2は [1], [6]で用いら
れた relative entropy method を改善することによって得られる. 具体的には次の scale 変
換を用いる.(1) の解 u に対して v を

u(x, t) = (1 + 2t)−
N
2 v

(
(1 + 2t)−

1
2 x,

1

2
log(1 + 2t)

)
と置くと v は

(5)

{
vs = div(yv + ∇v) + e(N+2)sf(e−Nsv) in RN × (0,∞),
v(y, 0) = φ(y) in RN

の解である. 証明の方針は (5)の解 v と vs = div(yv + ∇v)の定常解であるG(s)との L1

空間における漸近挙動を求めていくことである. ここで,

||G(s)||L1(RN ) = M = ||φ||L1(RN ) +

∫ ∞

0

∫
RN

e(N+2)sf(e−Nsv)dyds

である. しかし今回は, 非線形項の影響により解の L1 保存則が崩れているため, [1] や [6]
で用いている Csiszar-Kullback の不等式 ([2], [5] を参照) を直接用いることはできない.
そのためM を改良し,

||G(·, s)||L1(RN ) = ||φ||L1(RN ) +

∫ s

0

∫
RN

e(N+2)sf(e−Nsv)dyds

かつ G(y, s) → G(y) as t → ∞なる G(y, s)を用いて, L1保存則を適用できるよう改善
した.
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