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1. 亀裂進展におけるエネルギー解放率

弾性体内部を進展する亀裂の挙動を理解するための試みはGriffith [5]に始まったとされ，
現在に至るまで，工学・物理・数学などの分野において非常に多くの研究が様々な角度
から行われている．破壊力学でのGriffith理論は，亀裂進展力となるエネルギー解放率G
を中心に一般化の試みを経つつ，今でも破壊力学，亀裂進展の数理モデリングとその解
析において重要な役割を果たしている (例えば，[4]や [7]–[11]とその参考文献)．
慣性項が無視できる範囲で負荷を徐々に変化させたとき，弾性板における直線形状の亀
裂が同じ方向に進展するとき，亀裂進展長さに対する解放エネルギーの比率Gが新しい
亀裂面を作るための仕事 Gc を越すとき，すなわちG ≥ Gc をGriffith [5]は脆性破壊の
発生条件とした．そのため，亀裂形状や負荷との関連が明確になるGの数学的表現が必
要となる．
エネルギー解放率とは次のように定義される量である．今，Rn内の（亀裂のない）有界
な弾性体Ω∗に，n− 1次元亀裂Σが入っているものとする．0 ≤ t < T をパラメータとす
る仮想亀裂進展Σ(t)を考える．ここで，Σ = Σ(0) ⊂ Σ(t1) ⊂ Σ(t2) (0 ≤∀ t1 ≤∀ t2 < T )
である．
慣性が無視できる範囲での遅い亀裂進展においては，Ω∗ \ Σ(t)における弾性エネルギー
E(t)は

(1) E(t) := min
v

∫
Ω∗\Σ(t)

W (x, v(x),∇v(x))dx,

で与えられる．ここで，vは与えられた境界条件を満たす変位場であり，
W (x, v(x),∇v(x))は静弾性エネルギー（外力がある場合はそれを含むポテンシャルエネ
ルギー）密度である．
そのとき，仮想亀裂進展 {Σ(t)}0≤t<T に伴う，t = 0におけるエネルギー解放率Gは，

(2) G := lim
t→+0

E(0) − E(t)

|Σ(t) \ Σ|
,

で与えられる．E(t) ≤ E(0)であることから，もし，この極限が存在すれば，G ≥ 0で
ある．
Rice[14]とCherepanov[2]によるエネルギー解放率の表現（J積分）は，等方な定数係数
線形 2次元弾性体における直線亀裂の場合の研究で，後に続く研究も 2次元問題が主で
あった．Ohtsuka [7]–[10]やOhtsuka-Khludnev [11]は，弱い非線形楕円型方程式（系）
を含む一般次元の曲面亀裂の場合に数学的定式化を行い，エネルギー解放率の存在とそ
の領域積分表現，及び一般 J積分理論の展開を行った．そこで使われた手法は，形状感
度解析のアイデアを用いて仮想亀裂進展を表現し（注意 3.5を参照），エネルギー最小原
理 (1)に基づいて，(2)の右辺に現れる差分を丁寧に評価するものであった．
エネルギー解放率の数学的取り扱いの難しさは，亀裂の先端（縁）における変位場や応
力場の解の持つ特異性にある．2次元問題ではこの特異項の係数は応力拡大係数と呼ば
れ，エネルギー解放率は応力拡大係数のみに依存することが証明されている．3次元問題
や変数係数 2次元問題などでの応力拡大係数に関する数学解析は，現在でも研究が続い
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ており未解決な部分も多く残されている．それについては，上記文献や [15], [16]などを
参照されたい．
本稿では，[8]における数学的定式化をもとにLipschitz連続な領域写像を用いて，その精
密化を図り，更に，Fréchet微分を用いたエネルギー解放率の計算を行い，その領域積分
表現を得る．そのための準備として，Banach空間における抽象的パラメータ付き変分問
題の一般論を陰関数定理と Lax-Milgramの定理の応用として展開する．それにより，[8]
によるエネルギー解放率の領域積分表現が，パラメータによるエネルギーの 1階 Fréchet
微分として見通しよく得られるとともに，より弱い条件への精密化・高階エネルギー微
分への拡張が得られる．特に，[11]では，領域摂動 t → φ(t) がC2([0, T ],W 2,∞(Rn)n) の
とき，エネルギー解放率の領域積分表現 (5)が証明されているが，ここでは，
C1([0, T ],W 1,∞(Rn)n)のとき示されたことになり，従来の結果の改良になっている．
本講演は，[12]および [13]の結果に基づくものである．

2. パラメータ付き抽象的変分問題

本節では，Banach空間における抽象的パラメータ付き変分問題の一般論を展開する．証
明は省略し，結果のみ述べる．最小エネルギーのパラメータ微分については，次の定理
が基本となる．

定理 2.1. XとM を実Banach空間とする．Xの部分集合U0とM の開部分集合O0上で
定義された汎関数 J : U0 ×O0 → Rを考える．各 µ ∈ O0に対し，ある u(µ) ∈ U0があっ
て J(·, µ)の最小値 J∗(µ)を与えるものとする．すなわち，

J∗(µ) := min
v∈U0

J(v, µ) = J(u(µ), µ) (µ ∈ O0).

ここで，u ∈ C0(O0, X)で，J ∈ C0(U0 ×O0)かつ，任意の v ∈ U0に対し
J(v, ·) ∈ C1(O0)で，∂MJ ∈ C0(U0 ×O0,M

′)であるものと仮定すると，そのとき，
J∗ ∈ C1(O0)で，次が成り立つ．

(1) J ′
∗(µ) = ∂MJ(u(µ), µ) (µ ∈ O0).

更にもし，U0も開集合で，k ∈ Nに対し，∂MJ ∈ Ck(U0 ×O0, M
′) 及び u ∈ Ck(O0, X)

であるならば，J∗ ∈ Ck+1(O0)が成り立つ.

注意 2.2. もし U0が開集合で，J ∈ C1(U0 ×O0)及び u ∈ C1(O0, X) であるとすると，
公式 (1)は次のように簡単に得られる．

J ′
∗(µ) = Dµ[J(u(µ), µ)] = ∂XJ(u(µ), µ)[u′(µ)] + ∂MJ(u(µ), µ) = ∂MJ(u(µ), µ),

ここでDµは，µ ∈ M に関するFréchet微分を表す．最後の等式は，最小値を与える u(µ)
において，J(·, µ)の第一変分 ∂XJ(u(µ), µ) ∈ X ′が 0であることから従う．

次の定理は，∂XJ(u, µ) = 0に対する陰関数定理と，Lax-Milgramの定理から従う．

定理 2.3. XとM を実Banach空間とし，U , OをそれぞれX, M の開集合とする．
u0 ∈ U および µ0 ∈ Oと汎関数 J : U ×O → Rについて，次の条件を仮定する．

(1) J(·, µ) ∈ C2(U) (µ ∈ O)かつ ∂XJ ∈ C0(U ×O, X ′).
(2) ∂XJ(u0, µ0) = 0.
(3) ∂2

XJ(w, µ)は (w, µ) = (u0, µ0)において連続．
(4) ある α > 0があって，∂2

XJ(u0, µ0)[w,w] ≥ α∥w∥2
X (w ∈ X)を満たす．
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そのとき，(u0, µ0)の凸開近傍U0 ×O0 ⊂ U ×Oと，u ∈ C0(O0,U0)が存在し，µ ∈ O0に
対し，次の３つの条件は同値になる．
　　 a. J(·, µ)はw ∈ U0において極小値を取る．
　　 b. w ∈ U0は ∂XJ(w, µ) = 0を満たす．
　　 c. w = u(µ).
更に，このとき，J(·, µ)は u(µ)において U0における最小値を取る．

定理 2.4. 定理 2.3の条件のもとで，更に ∂XJ ∈ Ck(U ×O, X ′)がある k ∈ Nについて成
り立つと仮定する．そのとき，u ∈ Ck(O0,U0)である．

定理 2.5. 定理 2.3の条件のもとで，更に，ある k ∈ Nについて J ∈ Ck(U ×O)であると
仮定する． そのとき，J∗ ∈ Ck(O0)で，かつ (1)が成り立つ．

Lax-Milgramの定理から，定理 2.3の条件のもとでは，∂2
XJ(u(µ), µ)はXからX ′への線

形位相同型写像（すなわち，XからX ′への全単射な有界線形作用素）とみなせることが
わかるので，Λ(µ) ∈ B(X ′, X)をその逆写像として次をみたすように定義する．

∂2
XJ(u(µ), µ)[Λ(µ)h, w] = h[w] (∀w ∈ X, ∀h ∈ X ′).

このΛ(µ)は次節での楕円型偏微分方程式への応用においては，考えている境界条件のも
とでの楕円型作用素の逆写像に相当する．

定理 2.6. 定理 2.4で k = 1としたとき，

(2) u′(µ) = −Λ(µ)h0(µ) (µ ∈ O0),

が成り立つ．但し，h0(µ) := ∂M∂XJ(u(µ), µ) ∈ B(M,X ′) である．

3. エネルギー最小化問題とエネルギー解放率

以下，Rnの有界凸領域Ω0 (n ≥ 2)を一つ固定して，W 1,∞(Ω0, Rn) ∼= C0,1(Ω0, Rn) に属
する領域写像 φについて考える．また，u ∈ W 1,∞(Ω0, Rn)に対し，

|u|Lip,Ω0
:= sup

x,y∈Ω0,x ̸=y

|u(x) − u(y)|
|x − y|

,

とおく．ここで，Ω ⊂ Ω0を満たす開集合Ωを一つ固定する．φによるその変形 φ(Ω)を，
以後Ω(φ)と表すことにする．
Rn上の恒等写像を φ0(x) = x (x ∈ Rn)とおき，W 1,∞(Ω0, Rn)の開部分集合

O(Ω) :=
{

φ ∈ W 1,∞(Ω0, Rn); |φ − φ0|Lip,Ω0
< 1, Ω(φ) ⊂ Ω0

}
,

を定義しておく．以下，φはこのO(Ω)に属するものとする．縮小写像の原理から，φは
Ω0から φ(Ω0)への bi-Lipschitz変換になることがわかる．
また，Ω上で定義された関数 vに対し，Ω(φ)上の関数を φ∗v := v ◦ φ−1によって定義す
る．この φ∗はいわゆる，φに伴う押し出し作用素 (pushforward operator) である．φに
伴う Jacobi行列や Jacobi行列式を

∇φT (x) :=

(
∂φj

∂xi

(x)

)
i↓,j→

∈ Rn×n, (x ∈ Ω0),
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A(φ) :=
(
∇φT

)−1 ∈ L∞(Ω0, Rn×n), κ(φ) := det∇φT ∈ L∞(Ω0, R),

と定義すると，Ω(φ)上の微分や積分のΩへの引き戻しは，次のように表現される．

(1) [∇(φ∗v)] ◦ φ = A(φ)∇v a.e in Ω (v ∈ W 1,1(Ω)),

(2)

∫
Ω(φ)

(φ∗v)(y)dy =

∫
Ω

v(x) κ(φ)(x) dx (v ∈ L1(Ω))

φがC1級の場合によく知られたこれらの公式は，Lipschitz級の φについても成り立つ．
例えば，[3] や [17] 等を参照のこと．

命題 3.1. 任意の µ ∈ W 1,∞(Ω, Rn)に対し，次が成り立つ．
　　 1. κ ∈ C∞(W 1,∞(Ω0, Rn), L∞(Ω0))で，特に，κ′(φ0)[µ] = divµである．
　　 2. A ∈ C∞(O(Ω), L∞(Ω0, Rn×n))で，特に，A′(φ0)[µ] = −∇µT である．

写像 φ∗は Lp(Ω)から Lp(Ω(φ))への線形位相同型かつ，W 1,p(Ω)からW 1,p(Ω(φ))への線
形位相同型になる．
記述の簡単のため，次の仮定をおく．より一般の状況への拡張性については，後の注意
を参照のこと．v ∈ H1(Ω(φ))をΩ(φ) ⊂ Rn における状態を表す何らかのスカラー量とす
る．そのときの考えている系のエネルギーを

E(v, Ω(φ)) :=

∫
Ω(φ)

W (x, v(x),∇v(x))dx,

とする．ここで，W (ξ, η, ζ) ∈ Rは (ξ, η, ζ) ∈ Ω0 × R × Rnについて定義されたエネル
ギー密度関数とする．本稿では，煩雑さをさけるため，線形楕円型問題に対応する次の
形に限ることとする（注意 3.3, 3.4参照）．

(3) W (ξ, η, ζ) =
1

2

(
ζT B(ξ)ζ + b(ξ)η2

)
− f(ξ)η,

ここで，B(ξ)は n次対称行列（Rn×n
sym と表す）で，B ∈ Ck(Ω0, Rn×n

sym) かつ，ある β0 > 0

があって，

ζT B(ξ)ζ ≥ β0|ζ|2 (∀ξ ∈ Ω0,
∀ζ ∈ Rn),

を満たすものとする．ここで，kは 0以上の整数とする．同様に，bは b ∈ W k,∞(Ω0, R)
かつ b(ξ) ≥ 0 (∀ξ ∈ Ω0)を満たし，f は f ∈ W k,2(Ω0, R)を満たすものとする．このエネ
ルギーの最小化問題は，形式的に次の楕円型方程式に対応する．

−div(B(x)∇u) + b(x)u = f(x) in Ω(φ).

このエネルギーの最小化問題を，次のような非斉次Dirichlet境界条件と斉次Neumann
境界条件をもつ混合境界条件のもとで考える．
まず，ΓDを摂動されていない領域Ωの境界の空でない Lipschitz連続な部分集合とする
（いくつかの部分に分かれていても良い）．正確には有界なトレース作用素
γ0 : H1(Ω) → L2(ΓD) （但し，R(γ0) = γ0(H

1(Ω)) ̸= {0}とする）が定義されていれば
良い．g ∈ H1(Ω)を一つ固定し，v ∈ H1(Ω)に対する ΓD上の非斉次Dirichlet境界条件
γ0(v − g) = 0を考える．また，Ωの境界の ΓD以外の部分では，零Neumann境界条件
（上記線形問題の場合は，B∇uの法線成分が 0に相当）が課されるものとする．
次に，摂動された領域Ω(φ)における境界条件を述べる．ΓDに対応する境界を
ΓD(φ) := φ(ΓD) と書く．H1(Ω(φ))から L2(ΓD(φ))へのトレース作用素を γφとすると
き，v ∈ H1(Ω(φ))に対する ΓD(φ)上の非斉次Dirichlet境界条件 γφ(v − φ∗g) = 0を考え
る．また，Ω(φ)の境界の ΓD(φ)以外の部分では，同様に零Neumann境界条件が課され
るものとする．
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対応するH1(Ω(φ))のアフィン部分空間は次のようになる．

V (φ, g) := {v ∈ H1(Ω(φ)); γφ(v − φ∗g) = 0}
= {v ∈ H1(Ω(φ)); v = φ∗g on ΓD(φ)}.

ここで，V (g) = V (φ0, g) ⊂ H1(Ω)とおくとき，φ∗(V (g)) = V (φ, g)であることに注意し
ておく．摂動された領域における，次のエネルギー最小化問題を考える．

問題 3.2. 上記の仮定のもとで，V (φ, g)においてE(·, Ω(φ))を最小にする
u(φ) ∈ V (φ, g)を求めよ．すなわち，

E(u(φ), Ω(φ)) ≤ E(v, Ω(φ)) (∀v ∈ V (φ, g)).

また，このとき，

E∗(φ) := min
v∈V (φ,g)

E(v, Ω(φ)) = E(u(φ), Ω(φ)),

と定義する．これは φ ∈ O(Ω) ⊂ W 1,∞(Ω0, Rn) をパラメータとするパラメータ付き変分
問題とみなせる．
ここで，Ohtsuka [8]による定式化についていくつか注意を述べておく．

注意 3.3. 弾性体の亀裂問題では通常，空間次元 n = 2または 3で，nベクトル値の変位
場が状態を表す vに対応するが，[8]ではスカラー値の場合とベクトル値の場合では，以
下の議論に本質的な差はないことが示されている．そのため，本論文では煩雑さを避け
るため，単独楕円型方程式の場合について記述することとしたが，もちろん以下の結果
は弾性体方程式を含むベクトル値の場合に容易に拡張可能である．

注意 3.4. [8]で扱われているように，W は必ずしも (3)のような線形問題に対応してい
る必要はなく，半線形などある種の弱い非線形問題にも以下の議論は適用可能である．
大雑把に言って，H1の枠組みで取り扱える非線形性ならば大丈夫だが，そのようなW
の満たすべき仮定をすべて書き連ねることは本稿では避け，[8]の取り扱いを参考に挙げ
るにとどめる．

注意 3.5. エネルギー解放率の計算において必要な仮想亀裂進展は，本論文の枠組みでは
次のように取り扱われる．Ω∗を亀裂の入っていない領域とし，そこに初期亀裂Σ ⊂ Ω∗
が入った領域をΩ := Ω∗ \ Σとする．0 ≤ t < T をパラメータとする滑らかな仮想亀裂進
展Σ(t)を考える．ここで，Σ(t)は閉集合とし，

Σ = Σ(0) ⊂ Σ(t1) ⊂ Σ(t2) (0 ≤∀ t1 ≤∀ t2 < T ),

である．φ(t) ∈ O(Ω)を φ(0) = φ0，φ(t)(Σ) = Σ(t) かつ ∂Ω∗の近傍では φ(t)(x) = xと
なるように取る．パラメータ tとして特に，t = Hn−1(Σ(t) \ Σ) となるように選ぶ．ここ
で，Hn−1は n − 1次元Hausdorff測度を表す．仮想亀裂進展 {Σ(t)}0≤t<T に伴う，t = 0
におけるエネルギー解放率Gは，E∗の φに関する Fréchet微分E ′

∗を用いて，

G = E ′
∗(φ0)[φ̇(0)],

で与えられる．ここで，φ̇は t微分を表し，φ̇(0) ∈ W 1,∞(Ω0, Rn)の台は亀裂先端部の小
さな近傍に含まれるように出来る．そのようなφ(t)の構成については，やはり [8]を参照
のこと．すなわち，エネルギー解放率を求めることは，E∗の Fréchet微分E ′

∗(φ0)を求め
ることに帰着される．

注意 3.6. また，[8]ではそこで提案されている枠組みが，亀裂進展問題だけではなく，
他の領域変形や混合境界条件の摂動などへ，様々な応用を持つことが指摘されているが，
それらの指摘は本稿へも直接当てはまる．
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以下，W の ξ, η, ζに関する微分をそれぞれ∇ξW = (∂W
∂ξ1

, · · · , ∂W
∂ξn

)T , Wη = ∂W
∂η

,

∇ζW = (∂W
∂ζ1

, · · · , ∂W
∂ζn

)T と書く．更に，記述の簡略化のために，
W (v(x)) = W (x, v(x),∇v(x)),
∇ξW (v(x)) = ∇ξW (x, v(x),∇v(x)) などと省略して表すこととする．今，

E∗(φ) = min
v∈V (φ,g)

E(v, Ω(φ)) = min
v∈V (g)

E(φ∗v, Ω(φ)) = min
w∈V (0)

E(φ∗(w + g), Ω(φ)),

であることに注意する．E(w,φ) := E(φ∗(w + g), Ω(φ))及び E∗(φ) := minw∈V (0) E(w,φ)
とおくと，E∗(φ) = E∗(φ)である．また，変数変換公式から,

E(φ∗v, Ω(φ)) =

∫
Ω(φ)

W (y, φ∗v(y), ∇y(φ∗v)(y))dy

=

∫
Ω

W (φ(x), v(x), [A(φ)(x)]∇v(x))κ(φ)(x)dx,(4)

であることがわかる．2節で考えたパラメータ付き抽象的変分問題の枠組みをX = V (0)
及びM = W 1,∞(Ω0, Rn)として，J = Eに適用できる．例えば定理 2.1が適用出来たとす
ると，公式 (1)は次の形になる．u = u(φ0)とおくと，任意の µ ∈ W 1,∞(Ω0, Rn) に対
して，

E ′
∗(φ0)[µ] = E ′

∗(φ0)[µ] = Eφ(u − g, φ0)[µ]

=
d

dε
E(u − g, φ0 + εµ)

∣∣∣∣
ε=0

=
d

dε
E((φ0 + εµ)∗u, Ω(φ0 + εµ))

∣∣∣∣
ε=0

,

である．こうして，(4)より，E ′
∗(φ0) は，任意の µ ∈ W 1,∞(Ω0, Rn)に対し，

(5) E ′
∗(φ0)[µ] =

∫
Ω

(
∇ξW (u) · µ − (∇ζW (u))T (∇µT )∇u + W (u)divµ

)
dx,

と，領域積分によって表現される．この公式は，[8]によって得られたエネルギー解放率
の領域積分表現と全く同じものである．
特に線形の場合，(3)とその後に述べた仮定から，定理 2.5が適用でき，次の定理が得ら
れる．

定理 3.7. W が (3)で与えられるとき，k ∈ Nならば，E ∈ Ck(V (0) ×O(Ω))及び
E∗ ∈ Ck(O(Ω))で公式 (5)が成り立つ．
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