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本講演ではN 次元開球BR := {x ∈ RN ; |x| < R} , (R > 0)に対し, 次の非線型放物型
方程式の初期値, 境界値問題

(NP)


∂u

∂t
− ∆u +

u

ε
(|∇u|2 − 1) = 0 in (0, T ) × BR

u = 0 on (0, T ) × ∂BR

u(0) = u0 in BR

に対する正則性評価, 特に Harnack不等式の導出について考える. ここで ε > 0はパラ
メータである. (NP)の非負値解 uが与えられた時に

sup
(t1,t2)×Ω′

u ≤ C inf
(t3,t4)×Ω′

u

なる不等式をHarnack不等式という. ここで「ε, t1, . . . , t4やΩ′ ⊂⊂ Ωがどのような条件の
下で得られるか？」や「定数Cが何に依存するか？」,さらには「定数CはΩ′や ε , t1, . . . , t4
に対してどのような挙動をするか？」は応用上重要な問題になる. 特にHarnack不等式か
ら解の形状, 解のHölder連続性が示されるところは Harnack不等式を研究する上で重要
な結果である. 以下, CをHarnack定数と呼ぶことにする.

(NP)は次の平均曲率流方程式記述する方程式の近似になっている.
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= 0 in ΩT

(MMC)は主要部の最小固有値が消える方向を持っている,すなわち退化した方程式である.
一般には退化した方程式からHarnack不等式は導けない. だが, 退化していても, Harnack
不等式が成り立つこともあるため (Evans [3] , Lindqvist and Manfredi [5] , Bhattacharya
[2]) , Harnack方程式が成り立つかどうかを調べるためには個々の方程式を調べる必要が
ある. (NP)は ε → 0とすることにより (MMC)を近似した方程式になっている. このこ
とから (NP)に対してHarnack不等式が成り立つかどうか, 特にHarnack定数Cの ε → 0
における挙動を調べることは (MMC)を解析する一つの手段であると考えられる.
退化していない線型の発散型放物型方程式に対し, Moser [6]はHarnack不等式を示す

方法を作った. Moserの方法は非線型方程式についても有効でAronson and Serrin [1] や
Trudinger [7]らによって, 準線型方程式に拡張されている. 今回, (NP)に対してTrudinger
の手法を用いて次のような結果を得た.
定理 (Weak Harnack Inequality)
N ≥ 3に対して 0 ≤ u ≤ M を (NP)の解とする. この時 τ > 0 , R′ < Rと p < 0に対し

て, M のみに依存する定数 ξ ≥ M が存在して次の評価が成り立つ;

inf
(τ,T )×BR′

u ≥ C
1/p
1 C2C3∥u∥Lp((0,T )×BR),

ここでC1 > 0はN にのみ依る定数であり,

C2 := exp

(
−Mξ(N + 2)

2|p|ε

)
, C3 :=

(
1

(R − R′)2
+

1

τ

)−(N+2)/2|p|

.

57



58 水野 将司 (東北大学大学院 理学研究科)

(NP)の非線型項であるu|∇u|2は解の減衰をひきおこす項になっているので, Harnackの
不等式の導出には inf uを下から持ち上げる評価が問題になってくる. 以下,証明の概略とし
て非線型項の処理の方法と, Iterationを与える不等式の導出について説明する. b0 := M/ε
とし, ηは適当な cut-off functionとする. (NP)に ϕ := η2e−b0uup−1をかけて Laplacianの
項について部分積分する.

∇ϕ = 2ηe−b0uup−1∇η + η2e−b0u((p − 1)u−p−2 − b0u
−p−1)∇u

となり, −η2e−b0ub0u
p−1∇uの項によって, 非線型項 u|∇u|2の積分をキャンセルさせるこ

とができる. 従って

f(u) := |p|
∫ ∞

u

e−b0ss−|p|−1 ds

とおくと, 局所 Energy不等式
1

|p|

∫∫
∂t(η

2f(u)) dxdt +
|p| + 1

2
e−b0M

∫∫
η2u−|p|−2|∇u|2 dxdt

≤ 2

|p| + 1

∫∫
u−|p||∇η|2 dxdt +

2

|p|

∫∫
η|∂tη|u−|p| dxdt.

(1)

が得られる. u−|p|の可積分を上げるために次の補題を用いる.
補題 (Ladyženskajaの不等式) N ≥ 3に対し

V ((0, T ) × Ω) := L2(0, T ; H1
0 (Ω)) ∩ L∞(0, T ; L2(Ω)),

∥u∥V ((0,T )×Ω) := ∥u∥L2(0,T ;H1
0 (Ω)) + ∥u∥L∞(0,T ;L2(Ω))

とおくと, u ∈ V ((0, T ) × Ω)に対し u ∈ L2(N+2)/N((0,T )×Ω)であり

∥u∥L2(N+2)/N)((0,T )×Ω) ≤ C∥u∥V ((0,T )×Ω)

が成り立つ. 但し, 定数CはN にのみ依存する.
先のEnergy不等式 (1)とLadyženskajaの不等式から 0 < τ0 < τ1 < τ , R′ < R1 < R0 <

Rに対して cut-off functionを適当に選ぶことにより, 次の不等式が得られる.∥∥u−|p|/2
∥∥2

L2(N+2)/N ((τ1,T )×BR1
)
≤ Ceb0ξδ

∥∥u−|p|/2
∥∥2

L2((τ0,T )×BR0
)
.

但しCはN にのみ依る定数, δは τ0, τ1, R0, R1にのみ依る定数, ξはM にのみ依る定数で
ある. これにより積分範囲を狭めるかわりに u−|p|/2 の可積分性を上げることができる. こ
の不等式を繰り返し用いることで sup upを ∥u∥pで評価することができる.
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