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本講演では、次のような非線形偏微分方程式系を考察する。

(1)


ut − ∆u + ∇ · (u∇ψ) = 0, t > 0, x ∈ Rn

vt − ∆v −∇ · (v∇ψ) = 0, t > 0, x ∈ Rn

∆ψ = u − v. t > 0, x ∈ Rn

ここで、u = u(x, t), v = v(x, t)はそれぞれ電子及び正孔密度である。また、ψは静電場の
ポテンシャルである。この方程式は半導体デバイスシミュレーションの最も単純なモデル
であり、さらに数学的に理想化している。
初期条件を

(2) u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), x ∈ Rn

とする。さらに、次を仮定する。

(3) u0(x) ≥ 0, v0(x) ≥ 0.

この初期値問題 (1),(2),(3)の大域解の存在は [1]で示されている。そこで、我々はこの解
の Lp減衰評価およびその漸近挙動について調べた。解の Lp減衰評価はすでに [5]によっ
て研究されているが、我々は次元n ≥ 1に対して、[3]を参考にエネルギー法を用いて示し
た。また、解の漸近挙動についてもすでに [2]によって研究されているが、我々はn = 3, 4
に対してより最適な評価を得た。

Theorem.1 [u, vの Lp減衰評価]

次元n ≥ 1, 2 ≤ p < ∞とする。u, vが初期値問題 (1),(2),(3)の解のとき、u0, v0 ∈ L1(Rn)∩
Lp(Rn)ならば、任意の 1 ≤ q ≤ pに対して、p, q, nに依存するある正数 Cが存在して次
が成り立つ。

∥u∥Lq(Rn) + ∥v∥Lq(Rn) ≤ CE0(1 + t)−γ.

ただし、γ = n
2
(1 − 1

q
), E0 = ∥u0∥L1(Rn) + ∥v0∥L1(Rn) + ∥u0∥Lp(Rn) + ∥v0∥Lp(Rn)である。

Corollary [u, vの L∞減衰評価]

次元n ≥ 2とする。u, vが初期値問題 (1.1),(1.2),(1.3)の解のとき、u0, v0 ∈ L1(Rn)∩L∞(Rn)
ならば、nのみに依存する正数Cが存在して次が成り立つ。

∥u∥L∞(Rn) + ∥v∥L∞(Rn) ≤ C1E0t
−n

2 .

ただし、E0 = ∥u0∥L1(Rn) +∥v0∥L1(Rn) +∥u0∥L∞(Rn) +∥v0∥L∞(Rn), C1 = C (1 + E0)である。

Theorem.2 [∇u,∇vの Lp減衰評価]

次元n ≥ 2とする。u, vが初期値問題 (1),(2),(3)の解のとき、u0, v0 ∈ L1(Rn)∩L∞(Rn)な
らば、任意の 2 ≤ q < ∞に対して、q, nに依存するある正数Cが存在して次が成り立つ。

∥∇u∥Lq(Rn) + ∥∇v∥Lq(Rn) ≤ C2E0t
− 1

2 (1 + t)−γ.
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ただし、γ = n
2
(1 − 1

q
), E0 = ∥u0∥L1(Rn) + ∥v0∥L1(Rn) + ∥u0∥L∞(Rn) + ∥v0∥L∞(Rn), C2 =

C

(
1 + E0 + E

2(1+ 2
q
)

0

)
である。　

次に、初期値問題 (1),(2),(3)の解 u, vの漸近挙動について考察した。

wu(x, t) := MuG(x, t + 1),

wv(x, t) := MvG(x, t + 1).

ただし、G(x, t) = (4πt)−n/2 exp (−|x|2/4t)は n次元の熱核、Mu =
∫

Rn u0(x) dx,Mv =∫
Rn v0(x) dxである。
このとき、解 u, vがwu, wvに漸近しながら減衰していることを上の結果を用いて示す。

Theorem.3 [u, vの漸近挙動]

次元 n ≥ 3とする。u, vが初期値問題 (1),(2),(3)の解のとき、u0, v0 ∈ L1
1(Rn) ∩ L∞(Rn)

ならば、任意の 1 ≤ q ≤ ∞に対して、ある正数 C が存在して次が成り立つ。ただし、
L1

1(Rn) := { f |xf(x) ∈ L1(Rn)}である。

∥u − wu∥Lq(Rn) + ∥v − wv∥Lq(Rn) ≤


Ct−γ− 1

2 log (2 + t) . (n = 3, q = 1)

Ct−γ− 1
2 .

(
n = 3, 1 < q ≤ ∞,

or

n ≥ 4, 1 ≤ q ≤ ∞

)
ただし、γ = n

2
(1 − 1

q
)である。
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