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Ω ⊂ Rn (n ≥ 2) を 境界 ∂Ωが滑らかな aperture domain とする. すなわち、ある正定数 R
に対して Ω \ BR = (H+ ∪ H−) \ BR なる領域とする．ここで，BR = {x ∈ Rn | |x| < R},
H± = {x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn | ±xn > 1} とおいた．この領域 Ωにおいて，次の nonstationary
Navier-Stokes 方程式を考える：{

∂tu − ∆u + u · ∇u + ∇π = 0, ∇ · u = 0 in Ω × (0,∞),

u|
∂Ω

= 0, u|t=0 = a.
(NS)

さらに，次の nontrivial-flux 条件を課す：ϕ(u) =
∫

M
N · udσ = α(t).

主結果を述べる前に， aperture domain において知られている事実を述べておく．

Farwig-Sohr [1] により Helmhortz 分解：Lp(Ω)n = Jp(Ω)⊕Gp(Ω) が成立することが示されて
いる．ここで，Jp(Ω), Gp(Ω)は次のように表される：

Jp(Ω) = {u ∈ C∞
0 (Ω)n | ∇ · u = 0 in Ω}, Gp(Ω) = {∇π ∈ Lp(Ω)n | π ∈ Lp

loc(Ω)}

また，Jp(Ω)は flux 条件 ϕ(u)を用いて次のように特徴付けることが出来る：

Jp(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) | ∇ · u = 0, ν · u|∂Ω = 0, ϕ(u) = 0}

ここで，ν は ∂Ωの単位外法線である．1 < p < n
n−1 のときは，自動的に ϕ(u) = 0を満たし，そ

れ以外の時には ϕ(u) = 0を課さなければ (NS)の解の一意性が導くことが出来ないことが知られ
ている．
次にStokes作用素について考える．ソレノイダル部分への連続射影作用素をP : Lp(Ω)n → Jp(Ω)

とおく．このとき，Stokes 作用素 A を Au = −P∆u (u ∈ D(A))で定義する．ここで，定義域
D(A)を

D(A) = W 2,p(Ω)n ∩ W 1,p
0 (Ω)n ∩ Jp(Ω)

とする．Farwig-Sohr [1] により −A は Jp(Ω) 上解析的半群 {T (t)}t≥0 を生成することが示され
ている．この Stokes 半群に対して次の Lp-Lq 評価が成立することを前回の若手発展方程式セミ
ナーで報告した．

補題 1 (Lp − Lq 評価). Ω ⊂ Rn (n ≥ 2) を aperture domain とする．
(1) 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, (p, q) ̸= (1, 1), (∞,∞) とする．このとき，次の評価が成立する．

∥T (t)f∥
Lq(Ω)

≤ Cp,qt
−n

2

“

1
p
− 1

q

”

∥f∥
Lp(Ω)

, ∀ t > 0, ∀ f ∈ Jp(Ω).

(2) 1 ≤ p ≤ q < ∞ (q ̸= 1)とする．このとき，次の評価が成立する．
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Lq(Ω)
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−n

2
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2 ∥f∥

Lp(Ω)
, ∀ t > 0, ∀ f ∈ Jp(Ω).

前回は，さらにこの Stokes 半群に対する Lp − Lq 評価を用いて，Flux 条件 α(t) ≡ 0の条件下
での小さい初期値に対する時間大域解の存在とその時間無限大における漸近挙動についての結果
を紹介した．
今回は，Flux 条件 α(t) ̸≡ 0の場合において示すことが出来た結果を紹介する．結果を紹介す

る前に特殊な関数を紹介しよう．Galdi [2] (Vol.I VI)により，次の関係を満たすような χ(x) ∈
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C∞(Ω) ∩ W 2,q(Ω) (n/(n − 1) < q < ∞)を作ることが出来る：

ϕ(χ) = 1, ∇ · χ = 0, χ|∂Ω = 0.(1)

この特殊な関数を用いて，non-trivial な Flux 条件を満たす (NS)の解 uを u = v + α(t)χ(x)とお
くことにより，0-Flux 条件の時の問題に帰着させることが出来る．実際，vは次の方程式を満た
すことが分かる：{

∂tv − ∆v + v · ∇v + ∇π = I(α, χ) + L(v), ∇ · v = 0 in Ω × (0,∞)

v|
∂Ω

= 0, v|t=0 = a(x) − α(0)χ(x), ϕ(v) = 0.
(v-NS)

ここで，

I(α, χ) = −αtχ + αδχ − α2χ · ∇χ, L(v) = αv · ∇χ − αχ · ∇v

とおいた．この vに対して，加藤の方法 [3]（または，縮小写像の原理）を適用するために，(v-NS)
にソレノイダル部分への連続射影作用素 P を作用させた次の方程式を考える．

∂tv + Av = −P (v · ∇v) + PL(v) + PI(α, χ), v(0) = a(x) − α(0)χ(x).
(P-v-NS)

これを次の積分方程式になおす:

v(t) = T (t)v(0) −
∫ t

0
T (t − s)P (u · ∇u)(s)ds

+
∫ t

0
T (t − s)PL(v)(s)ds +

∫ t

0
T (t − s)PI(α, χ)(s)ds.

これに対して、菱田の方法 [4]と同様にして，Stokes 半群の Lp-Lq 評価を適用すれば次を得る.

主定理 2. n ≥ 3とする．θ0 < 1 − n/2q, θ∞ > 1/2に対して，Flux ϕ(u) = α(t)は次を満たす減
少関数とする：

|α(t)| ≤ Ct−θ0 , |∂tα(t)| ≤ Ct−θ∞

とする．このとき，次を満たすような正定数 δ = δ(Ω, n)が存在する：a − α(0)χ ∈ Jn(Ω)に対し
て，∥a − α(0)χ∥Ln ≤ δであれば，Flux ϕ(t) = α(t)をもつ (NS)は時間大域解をもち，t → ∞の
とき，

∥u(t)∥Lr(Ω) = o(t−
1
2
+ n

2r ) for n ≤ r ≤ ∞,

∥∇u(t)∥Lr(Ω) = o(t−1+ n
2r ) for n ≤ r < ∞.
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