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振り子の方程式の線形化問題に対するすべての固有値・固有関数について
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1. Introduction

次の 1次元非線形境界値問題

(1)

{
ε2u′′(x) + f(u(x)) = 0 in (0, 1),

u′(0) = u′(1) = 0

及び (1)の非自明解 u = u(x)に対する線形化固有値問題

(2)

{
ε2φ′′(x) + f ′(u(x))φ(x) + µφ(x) = 0 in (0, 1),

φ′(0) = φ′(1) = 0.

について考える. ここで ε > 0, f ∈ C1(R)である.
問題 (1)はある反応拡散方程式の定常問題として与えられ, また (2)は定常解 u(x)の安

定性を決定する. 文献 [1]や [3]によれば “time-map”と呼ばれる関数を解析することによ
り, (1)の解構造やその不安定指数が決定される. また ε > 0が十分小さい場合は応用上重
要であり, このとき u(x)のグラフは layerや spikeと呼ばれる特徴的なパターンを持つこ
とが知られている. この場合の (2)の固有関数のグラフの形状について関心がある.

本講演では, “representation equation”と呼ばれる方程式を導き, これを解くことによ
り (2)の厳密解が求まることを示す. 特にこれの方法を

f(u) = sin u (振り子の方程式)

の場合に応用し, (1)の任意の非自明解 u(x)に対する線形化問題 (2)の全ての固有値及び
固有関数が, ある楕円積分を含む超越方程式により完全に決定されることを明らかにする.

2. Main Results

以下 f(u) = sin uとし, −π ≤ u(x) ≤ πを仮定する. このとき (1)の全ての非自明解は
(εn(k),±un(x; k))の形により与えられる. ただし n ∈ N, k ∈ [0, 1),

εn(k) :=
1

2nK(k)
, un(x; k) := 2 sin−1

[
k · sn

(
K(k)(1 + 2nx), k

)]
(K(k), sn(x, k)は第 1種完全楕円積分及び Jacobiの楕円関数) である. 特に u1(x; k)は x
について単調減少な関数である.

このとき (2)に対する representation equationは

(3) 2(cos u − 1 + 2k2)Φuu − sin uΦu + (cos u + µ)Φ = 0, u ∈ (−2 sin−1 k, 2 sin−1 k)

により与えられる. 以下準備として (3)の解析を行う. 簡単な計算により (µ, Φ) = (k2 −
1, cos u/2), (k2, sin u/2)は (3)を満たすことがわかる. 次に k2 − 1 < µ < 0又は k2 < µと
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し, Φcos及びΦsinを次により定義する:

Φcos(u, µ; k) :=
√

h(u, µ; k) · cos

(∫ u

0

√
2ρ(µ, k)√

cos s − 1 + 2k2 · h(s, µ; k)
ds

)
,

Φsin(u, µ; k) :=
√

h(u, µ, k) · sin

(∫ u

0

√
2ρ(µ, k)√

cos s − 1 + 2k2 · h(s, µ; k)
ds

)
,

ただし

h(u, µ; k) :=

{
cos u − 1 + 2k2 − 2µ, k2 − 1 < µ < 0,

1 − 2k2 − cos u + 2µ, µ > k2,

ρ(µ, k) := µ(µ − k2)(µ − k2 + 1)

である. これらは (3)の線形独立な解を与える ([2]の解法による). またこれらの u =
± sin−1 kにおける境界値は

A(µ, k) :=

√
µ(µ − k2 + 1)

µ − k2
Π

(
k2

µ − k2
, k

)
, k ∈ [0, 1), k2 − 1 < µ < 0, k2 < µ,

(Π(ν, k)はパラメータ ν, 母数 kの第 3種完全楕円積分) を用いて表すことができる. この
とき次の事実を証明することができる.

命題 1. 0 < A0 < π/2又は π/2 < A0とする. µに関する超越方程式A(µ, k) = A0は任意
の k ∈ [0, 1)に対して一意の解 µ(k,A0)を持ち, さらに limk→1−0 µ(k,A0) = 0 (0 < A0 <
π/2), 1 (π/2 < A0)が成り立つ.

以下 µn
j (k)及び φn

j (x; k) (n ∈ N, j ∈ N ∪ {0})は (εn, un(x; k))に対する線形化問題 (2)
の (j + 1)-番目の固有値及び固有関数を表すものとする. 以上の準備の下で次の定理が成
り立つ.

定理 1. 線形化問題 (2)について次が成り立つ:

(i) µn
0 (k) = k2 − 1, φ0(x; k) = cos

un(x; k)

2
.

(ii) µn
n(k) = k2, φn

n(x; k) =
1

k
sin

un(x; k)

2
.

定理 2. j ̸= 0, nとする. このとき µn
j (k) = µ(k, jπ/2n) であり, 対応する固有関数は次で

与えられる:

φn
j (x; k) =

√
h(un(x; k), µn

j (k); k) cos

∫ x

0

2
√

ρ(µn
j (k))

h(un(y; k), µn
j (k); k)

dy

 .
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