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リーマンゼータ関数，ベルヌーイ多項式とソボレフ不等式の最良定数

亀高 惟倫，山岸 弘幸 (阪大基礎工 D3)，渡辺 宏太郎 (防衛大)，
永井 敦 (日大生産工)，武村 一雄 (東京工科大)

リーマンゼータ関数 ζ(z) =
∞∑

n=1

n−z (Re z > 1) の偶数における値 ζ(2M) (M =

1, 2, 3, · · · ) の変分学的な意味付けを行った．

定理 HM =

{
u(x)

∣∣∣∣ u(M)(x) ∈ L2(0, 1),

u(i)(1) − u(i)(0) = 0 (0 ≤ i ≤ M − 1),

∫ 1

0

u(x)dx = 0

}
に属する任意の関数 u(x)に対し，u(x)によらない正定数Cがあって，ソボレフ不等式(

sup
0≤y≤1

|u(y) |
)2

≤ C

∫ 1

0

∣∣ u(M)(x)
∣∣2 dx

が成り立つ．Cのうち最良のものは

CM =
2 ζ(2M)

(2π)2M
=

BM

(2M)!

である．ここでBM はベルヌーイ数である．
上の不等式でCをCM でおきかえるとき，0 ≤ y ≤ 1なる任意の yと，任意の複素数 c

に対し， u(x) = c b2M( |x− y| ) に対して等号が成り立つ．bi(x)は i次ベルヌーイ多項式
である．

ベルヌーイ多項式 bi(x) (i = 0, 1, 2, · · · ) は
b0(x) = 1

b′i(x) = bi−1(x),

∫ 1

0

bi(x) dx = 0 (i = 1, 2, 3, · · · )

によって定められる．

b0(x) = 1, b1(x) = x − 1

2
, b2(x) =

1

2
x2 − 1

2
x +

1

12
, · · ·

である．
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可解条件
∫ 1

0

f(y) dy = 0 をみたす区間 0 < x < 1 上の任意の有界連続関数 f(x)に

対して，境界値問題

BVP
(−1)Mu(2M) = f(x) (0 < x < 1)

u(i)(1) − u(i)(0) = 0 (0 ≤ i ≤ 2M − 1)∫ 1

0

u(x)dx = 0

は唯一つの解をもち，解 u(x)はグリーン関数G(x, y)によって

u(x) =

∫ 1

0

G(x, y) f(y) dy (0 < x < 1)

と表示される．

G(x, y) = (−1)M−1 b2M(|x − y|) = 2
∞∑

n=1

(2πn)−2M cos( 2πn(x − y) )

(0 < x, y < 1)

である．とくに

G(y, y) = (−1)M−1 b2M(0) = 2
∞∑

n=1

(2πn)−2M =
2

(2π)2M
ζ(2M)

である．
関数空間HM に対して

(u, v)M =

∫ 1

0

u(M)(x) v(M)(x) dx

は内積となり，HM はこの内積によりヒルベルト空間となる．G(x, y)はヒルベルト空間
HM と内積 ( ·, · )M に関し，再生核である．すなわち，任意の u(x) ∈ HM に対して∫ 1

0

u(M)(x) ∂M
x G(x, y) dx = u(y) (0 < y < 1)

が成り立つ．
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