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問題 1. A ≧ B ≧ C とする. X − Y = sinA− cosA+ sinB − cosB + sinC − cosC

ここで三角関数の合成より sinA− cosA =
√
2 sin

(
A− π

4

)
. 他も同様だから

A1 = A− π
4
, B1 = B − π

4
, C1 = C − π

4
とおくと

X − Y =
√
2
{
sin

(
A− π

4

)
+ sin

(
B − π

4

)
+ sin

(
C − π

4

)}
=

√
2(sinA1 + sinB1 + sinC1)

(i) C > π
4
のとき A,B,C は鋭角だから 0 < C1 ≦ B1 ≦ A1 < π

4
.

よって sinA1 ≧ sinB1 ≧ sinC1 > 0より X − Y > 0. X > Y

(ii) C ≦ π
4
のとき C1 ≦ 0. |C1| = θとおくと θ = −C1 で θ ≧ 0.

A1 +B1 + C1 = A+B + C − 3
4
π = π― 3

4
π = π

4
. Aが鋭角より A1 < π

4
だから B1 + C1 > 0.よって

B1 > −C1 = θ ≧ 0. 従って 0 ≦ θ < B1 ≦ A1 < π
4
だから 0 ≦ sin θ < sinB1 ≦ sinA1. よって

X − Y =
√
2{sinA1 + sinB1 + sin(−θ)} =

√
2(sinA1 + sinB1 − sin θ) > 0. X > Y .

(i), (ii)より A ≧ B ≧ C ならば X > Y . 他の場合も同様に X > Y .

問題 2. (1) n = 2mとすると Sn = 12−22+32−42+· · ·+(2m−1)2−(2m)2 = 12+32+· · ·+(2m−1)2−{22+42+· · ·+(2m)2}

=

m∑
k=1

(2k − 1)2 −
m∑

k=1

(2k)2 =

m∑
k=1

(−4k + 1) = −2m(m+ 1) +m = −2m2 −m

m = n
2
より Sn = −2

(
n
2

)2

− n
2

= − n(n+ 1)

2

(2) nが奇数のとき n = 2m+ 1とおくと Sn = S2m + (2m+ 1)2 = −2m2 −m+ 4m2 + 4m+ 1 = 2m2 + 3m+ 1

= (2m+ 1)(m+ 1). 2m+ 1 = n,m+ 1 = n+ 1
2

だから Sn =
n(n+ 1)

2
. よって (1)と合わせて

Sn = (−1)n−1 n(n+ 1)

2

問題 3. ∠POA= θ
4
だから△POA= 1

2
sin θ

4
= △QOP= △ROQ= △BOR. △AOB= 1

2
sin θ より

S(θ) =六角形 OAPQRB - △OAB= 4 · 1
2
sin θ

4
− 1

2
sin θ = 2 sin θ

4
− 1

2
sin θ よって

lim
θ→0

S(θ)

θ3
= lim

θ→0

2 sin θ
4 − 1

2 sin θ

θ3
. ロピタルの定理より lim

θ→0

S(θ)

θ3
= lim

θ→0

1
2 cos

θ
4 − 1

2 cos θ

3θ2
= lim

θ→0

−1
8 sin

θ
4 + 1

2 sin θ

6θ

= lim
θ→0

− 1
32 cos

θ
4 + 1

2 cos θ

6
=

− 1
32 + 1

2

6
= 5
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問題 4. (1) |AB| = xw − yz, |A| = ad− bc, |B| = ps− qr. よって xw − yz − (ad− bc)(ps− qr) = |AB| − |A||B| = 0.

(2) AB が逆行列をもてば |AB| ̸= 0. よって |A||B| ̸= 0. よって |A| ̸= 0かつ |B| ̸= 0. 従って Aも B も逆行列を

もつ.

問題 5. (1) 5人を A,B,C,D,E とし Aと B, B と C, C と D, D と E, E と Aは互いに知り合いでそれ以外は互いに知り

合いでない場合は「互いに知り合いの 3人組」も「互いをまったく知らない 3人組」も存在しない.

(2) n ≧ 6として n人のうちの 1人をAとする. A以外の人のうちでAと互いに知り合いである人をB1, B2, · · · , Bk,



Aと互いに知り合いでない人を C1, C2, · · · , Cl, 1 + k + l = nとする.

k + l = n− 1 ≧ 5.よって k ≧ 3または l ≧ 3.

(ii) k ≧ 3のとき A,B1, B2 について Aと B1, Aと B2 はそれぞれ互いに知り合いだから B1 と B2 が互いに知

り合いならば A,B1, B2 は 3人とも互いに知り合いで証明終了.

よって B1 と B2 が互いに知り合いでない場合を考えればよい.

同様にして A,B2, B3 についても B2 と B3 が互いに知り合いでない場合を考えればよい.

同様にして A,B1, B3 についても B1 と B3 が互いに知り合いでない場合を考えればよい.

このとき B1, B2, B3 は互いに知り合いではない. よって証明終了

(ii) l ≧ 3のとき A,C1, C2 について Aと C1, Aと C2 はそれぞれ互いに知り合いでないから C1 と C2 が互いに

知り合いでないならば A,C1, C2 は 3人とも互いに知り合いでないので証明終了.

よって C1 と C2 が互いに知り合いの場合を考えればよい.

同様にして A,C2, C3 についても C2 と C3 が互いに知り合いの場合を考えればよい.

同様にして A,C1, C3 についても C1 と C3 が互いに知り合いの場合を考えればよい.

このとき C1, C2, C3 は互いに知り合い. よって証明終了

(i), (ii)より証明終了

問題 6. A = x+ y + z とおくと xy + yz + zx = 3より A2 − 9 = (x+ y + z)2 − 3(xy + yz + zx)

= (x2 + y2 + z2 + 2xy + 2yz + 2zx)− 3(xy + yz + zx) = x2 + y2 + z2 − xy − yz − zx

2(x2+y2+z2−xy−yz−zx) = x2−2xy+y2+y2−2yz+z2+z2−2zx+x2 = (x−y)2+(y−z)2+(z−x)2 ≧ 0

よって A2 − 9 ≧ 0. (A+ 3)(A− 3) ≧ 0. 従って A ≦ −3または A ≧ 3. よって

x+ y + z ≦ −3または x+ y + z ≧ 3

問題 7. (1) g(x) = x

∫ x

0

f(t)dt−
∫ x

0

tf(t)dt. よって g′(x) = (x)′
∫ x

0

f(t)dt+ x d
dx

∫ x

0

f(t)dt− d
dx

∫ x

0

tf(t)dt

=

∫ x

0

f(t)dt+ xf(x)− xf(x) =

∫ x

0

f(t)dt. よって g′′(x) = d
dx

∫ x

0

f(t)dt = f(x)

(2) x− t = uとおくと t = x− u, dt = −du, t : 0 → xのとき u : x → 0よって

h(x) =

∫ 0

x

(x− u)2f(u)(−du) =

∫ x

0

(x− u)2f(u)du = x2

∫ x

0

f(u)du− 2x

∫ x

0

uf(u)du+

∫ x

0

u2f(u)du

h′(x) = 2x

∫ x

0

f(u)du+ x2 d
dx

∫ x

0

f(u)du− 2

∫ x

0

uf(u)du− 2x d
dx

∫ x

0

uf(u)du+ d
dx

∫ x

0

u2f(u)du

= 2x

∫ x

0

f(u)du+ x2f(x)− 2

∫ x

0

uf(u)du− 2x2f(x) + x2f(x) = 2x

∫ x

0

f(u)du− 2

∫ x

0

uf(u)du = 2g(x)

よって (1)より h′′′(x) = 2g′′(x) = 2f(x)


