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p.6. 1章§ 1. 関数の展開　 STEPUP

27. (1)

an

an+1
an

2

An

An+1

正方形 An の 1辺の長さを an とすると右図より
(
an
2

)2

+
(
an
2

)2

= a2n+1 より an+1 =

√
2
2

an.

a1 = aだから an = a

( √
2
2

)n−1

, ln = 4an = 4a

( √
2
2

)n−1

,

∞∑
k=1

ln = 4a

∞∑
k=1

( √
2
2

)n−1

= 4a

1−
√
2
2

= 4a(2 +
√
2).

(2) Sn = a2n =

{
a

( √
2
2

)n−1
}2

= a2

{( √
2
2

)2
}n−1

= a2
(
1
2

)n−1

.

∞∑
k=1

Sn = a2
∞∑
k=1

(
1
2

)n−1

= a2

1− 1
2

= 2a2.

28. (1) f(x) = 1
x

= x−1とおくと f ′(x) = −x−2, f ′′(x) = 2x−3, · · · , f (n)(x)=(−1)(−2) · · · (−n)x−n−1=(−1)nn!x−n−1

f(1) = 1, f ′(1) = −1, f ′′(1) = 2, · · · , f (n)(1) = (−1)nn!.

f(x) = f(1) + f ′(1)(x− 1) +
f ′′(1)

2!
(x− 1)2 + · · ·+ f (n)(1)

n!
(x− 1)n + · · · .

1
x

= 1− (x− 1) + (x− 1)2 + · · ·+ (−1)n(x− 1)n + · · · .

(公比 −(x− 1)の等比級数だから | − (x− 1)| < 1, すなわち |x− 1| < 1のときに限り収束)

(2) f(x) = log xとおくと f ′(x) = 1
x

= x−1, f ′′(x) = −x−2, · · · , f (n)(x) = (−1)(−2) · · · {−(n− 1)}x−n

= (−1)n−1(n− 1)!x−n. f(1) = log 1 = 0, f ′(1) = 1, f ′′(1) = −1, · · · , f (n)(1) = (−1)n−1(n− 1)!.

f(x) = f(1) + f ′(1)(x− 1) +
f ′′(1)

2!
(x− 1)2 + · · ·+ f (n)(1)

n!
(x− 1)n + · · · .

log x = (x− 1)− 1
2
(x− 1)2 + · · ·+ (−1)n−1 1

n
(x− 1)n + · · · .

29. 部分分数分解 1
k(k + 2)

= a
k

+ b
k + 2

(k の恒等式)を考えると 1 = a(k + 2) + bk. k = 0のとき 1 = 2aより a = 1
2
,

k = −2のとき 1 = −2bより b = − 1
2
. よって 1

k(k + 2)
=

1
2

k
+

− 1
2

k + 2
= 1

2

(
1
k

− 1
k + 2

)
. 従って

Sn =

n∑
k=1

1
k(k + 2)

= 1
2

n∑
k=1

(
1
k

− 1
k + 2

)
= 1

2

{(
1− 1

3

)
+
(
1
2

− 1
4

)
+

(
1
3

− 1
5

)
+
(
1
4

− 1
6

)
+ · · ·+

(
1

n− 1
− 1

n+ 1

)
+

(
1
n

− 1
n+ 2

)}
.

= 1
2

(
1 + 1

2
− 1

n+ 1
− 1

n+ 2

)
. よって

∞∑
k=1

1
k(k + 2)

= lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

1
2

(
1 + 1

2
− 1

n+ 1
− 1

n+ 2

)
= 1

2

(
1 + 1

2

)
= 3

4
.

30. (1) 左辺 = {e−xf(x)}′ = (e−x)′f(x) + e−xf ′(x) = −e−xf(x) + e−xf ′(x) = e−x{−f(x) + f ′(x)}.

よって仮定 f ′(x) = f(x)より左辺 = 0 =右辺//

{e−xf(x)}′ = 0より e−xf(x) = C (定数). x = 0のとき e0f(0) = f(0) = C. f(0) = 1より C = 1.

よって e−xf(x) =
f(x)

ex
= 1. 従って f(x) = ex.

(2) (1)より f(x) = ex. よって f(x) = f ′(x) = f ′′(x) = · · · = f (n)(x) = ex, f(0) = f ′(0) = f ′′(0) = · · · = f (n)(0)

= e0 = 1. 従って f(x) = f(0) + f ′(0)x+
f ′′(0)

2!
x2 + · · ·+ f (n)(0)

n!
xn + · · · = 1+ x+ 1

2
x2 + · · ·+ 1

n!
xn + · · · .

(3) (2)より e−1 = f(−1) = 1− 1 + 1
2!

(−1)2 + · · ·+ 1
n!

(−1)n + · · · = 1
2!

− 1
3!

+ · · ·+ (−1)n 1
n!

+ · · ·

よって lim
n→∞

{
1
2!

− 1
3!

+ · · ·+ (−1)n 1
n!

}
= e−1. 従って lim

n→∞
log

{
1
2!

− 1
3!

+ · · ·+ (−1)n 1
n!

}
= log e−1

= − log e = −1.

31. (1) オイラーの公式より e−
π
2 i = cos

(
− π

2

)
+ i sin

(
− π

2

)
= −i.



(2) e3+
3
4πi = e3e

3
4πi = e3

(
cos 3

4
π + i sin 3

4
π
)
= e3

(
− 1√

2
+ i√

2

)
= − e3√

2
+ e3√

2
i.

(3)
(
cos π

10
+ i sin π

10

)5

= (e
π
10 i)5 = e

π
2 = cos π

2
+ i sin π

2
= i.

(4)
(
cos 2π

3
− i sin 2π

3

)3

=
{
cos

(
2π
3

)
+ i sin

(
− 2π

3

)}3

= (e−
2π
3 i)3 = e−2π = cos(−2π) + i sin(−2π) = 1.

32. (1) x(3− 4x)を公比とする等比級数だから |x(3− 4x)| < 1, すなわち −1 < x(3− 4x) < 1のときに限り収束.

−1 < x(3− 4x)より −x(3− 4x)− 1 = 4x2 − 3x− 1 = (4x+ 1)(x− 1) < 0. よって − 1
4

< x < 1 · · · 1⃝.

x(3− 4x) < 1より −x(3− 4x) + 1 = 4x2 − 3x+ 1 > 0 · · · 2⃝.

4x2 − 3x+1 = 4
(
x2 − 3

4
x
)
+1 = 4

{(
x− 3

8

)2

−
(
3
8

)2
}
+1 = 4

(
x− 3

8

)2

+ 7
16
より 2⃝は常になりたつから

1⃝より収束する xの範囲は − 1
4

< x < 1. 和は 1
1− x(3− 4x)

= 1
4x2 − 3x+ 1

.

(2) 1
1 + x

を公比とする等比級数だから
∣∣∣ 1
1 + x

∣∣∣ < 1 ⇔ |1 + x| > 1のときに限り収束. よって収束する xの範囲は

1 + x < −1, 1 < 1 + x ⇔ x < −2, 0 < x.

和は 1
1− 1

1+x

= 1 + x
1 + x− 1

= 1 + x
x

.

33. (1) f(x) = cos−1 xとおくと f ′(x) = − 1√
1− x2

= −(1− x2)−
1
2 ,

f ′′(x) = 1
2
(1− x2)−

3
2 (1− x2)′ = 1

2
(1− x2)−

3
2 (−2x) = −x(1− x2)−

3
2 ,

f ′′′(x) = −(1− x2)−
3
2 − x

(
− 3

2

)
(1− x2)−

5
2 (1− x2)′ = −(1− x2)−

3
2 + 3x

2
(1− x2)−

5
2 (−2x)

= −(1− x2)(1− x2)−
5
2 − 3x2(1− x2)−

5
2 = −(1 + 2x2)(1− x2)−

5
2 .

f(0) = cos−1 0 = π
2
, f ′(0) = −1, f ′′(0) = 0, f ′′′(0) = −1. f(x) = f(0) + f ′(0)x+

f ′′(0)

2!
x2 +

f ′′′(0)

3!
x3 + · · ·

より cos−1 x = π
2

− x+ −1
3!

x3 + · · · = π
2

− x− 1
6
x3 + · · ·

(2) f(x) = tan−1 xとおくと f ′(x) = 1
1 + x2 = (1 + x2)−1, f ′′(x) = −(1 + x2)−2(1 + x2)′ = −2x(1 + x2)−2,

f ′′′(x) = −2(1 + x2)−2 − 2x · (−2)(1 + x2)−3(1 + x2)′ = −2(1 + x2)−2 + 4x(1 + x2)−3 · 2x

= −2(1 + x2)(1 + x2)−3 + 8x2(1 + x2)−3 = (−2 + 6x2)(1− x2)−3.

f(0) = tan−1 0 = 0, f ′(0) = 1, f ′′(0) = 0, f ′′′(0) = −2. f(x) = f(0) + f ′(0)x+
f ′′(0)

2!
x2 +

f ′′′(0)

3!
x3 + · · · より

tan−1 x = x+ −2
3!

x3 + · · · = x− 1
3
x3 + · · ·

34. (1) (sinhx)′ = 1
2
(ex − e−x)′ = 1

2
{ex − (−e−x)} = 1

2
(ex + e−x) = coshx.

(coshx)′ = 1
2
(ex + e−x)′ = 1

2
(ex − e−x) = sinhx.

(2) f(x) = sinhxとおくと (1)より f ′(x) = f ′′′(x) = f (5)(x) = coshx, f ′′(x) = f (4)(x) = sinhx.

sinh 0 = 1
2
(e0−e0) = 0, cosh 0 = 1

2
(e0+e0) = 1より f(0) = f ′′(0) = f (4)(0) = 0, f ′(0) = f ′′′(0) = f (5)(0) = 1.

f(x) = f(0)+f ′(0)x+
f ′′(0)

2!
x2+

f ′′′(0)

3!
x3+

f (4)(0)

4!
x4+

f (5)(0)

5!
x5+ · · · より sinhx = x+ 1

3!
x3+ 1

5!
x5+ · · ·

同様に g(x) = coshxとおくと g′(x) = g′′′(x) = g(5)(x) = sinhx, g′′(x) = g(4)(x) = coshx.

g(0) = g′′(0) = g(4)(0) = 1, g′(0) = g′′′(0) = g(5)(0) = 0. coshx = 1 + 1
2!

x2 + 1
4!

x4 + · · ·

(3) 右辺 = 1
2
(eα − e−α) · 1

2
(eβ + e−β) + 1

2
(eα + e−α) 1

2
(eβ − e−β)

= 1
4
(eα+β + eα−β − e−α+β − e−α−β) + 1

4
(eα+β − eα−β + e−α+β − e−α−β) = 1

4
(2eα+β − 2e−α−β)

= 1
2
(eα+β − e−(α+β)) =左辺//



p.8　 PLUS

1 循環小数

35. (1) 0.7̇ = 0.7 + 0.07 + 0.007 + · · · = 0.7 + 0.7× 0.1 + 0.7× 0.12 + · · · = 0.7
1− 0.1

= 7
9
.

(2) 0.0̇3̇ = 0.03 + 0.0003 + 0.000003 + · · · = 0.03 + 0.03× 0.01 + 0.03× 0.012 + · · · = 0.03
1− 0.01

= 3
99

= 1
33

.

(3) 0.6̇54̇ = 0.654 + 0.000654 + 0.000000654 + · · · = 0.654 + 0.654 × 0.001 + 0.654 × 0.0012 + · · · = 0.654
1− 0.001

=

654
999

= 218
333

.

(4) 0.253̇ = 0.25+0.003+0.0003+0.00003+ · · · = 0.25+0.003+0.003× 0.1+0.003× 0.12 + · · · = 25
100

+ 0.003
1− 0.1

= 1
4

+ 3
900

= 19
75

.

(5) 0.24̇3̇ = 0.2+0.043+0.00043+0.0000043+ · · · = 0.2+0.043+0.043×0.01+0.043×0.012+ · · · = 0.2+ 0.043
1− 0.01

= 1
5

+ 43
990

= 241
990

.

(6) 3.1̇2̇ = 3 + 0.12 + 0.0012 + 0.000012 + · · · = 3 + 0.12 + 0.12× 0.01 + 0.12× 0.012 + · · · = 3 + 0.12
1− 0.01

= 3 + 12
99

= 103
33

.

36. 0.q̇ṗ = 0.qp+ 0.00qp+ 0.0000qp+ · · · = 0.qp+ 0.qp× 0.01 + 0.qp× 0.012 + · · · = 0.qp
1− 0.01

=
10q + p

99
. よって

q
p

≦ 10q + p
99

より 99q ≦ 10pq+p2 ⇒ 99q−10pq = (99−10p)q ≦ p2 ⇒ q ≦ p2

99− 10p
(仮定より q > 0, 99−p > 0).

p = 9のとき p2

99− 10p
= 9. 1 ≦ q < pより 1 ≦ q ≦ 8.

p = 8のとき p2

99− 10p
= 64

19
= 3.3 · · · . 1 ≦ q < pより q = 1, 2, 3.

p = 7のとき p2

99− 10p
= 49

29
= 1.6 · · · . 1 ≦ q < pより q = 1.

p = 6のとき p2

99− 10p
= 36

39
= 0.9 · · · . 1 ≦ q < pより解なし. 1 ≦ p ≦ 5も同様に解なし.

以上により (p, q) = (9, 8), (9, 7), (9, 6), (9, 5), (9, 4), (9, 3), (9, 2), (9, 1), (8, 3), (8, 2), (8, 1), (7, 1).

2 マクローリン展開による計算

37. (1) sinx = x− 1
3!

x3 + · · ·+ (−1)n 1
(2n+ 1)!

x2n+1 + · · · , cosx = 1− 1
2!

x2 + · · ·+ (−1)n 1
(2n)!

x2n + · · · . よって

sinx+ cosx = 1 + x− 1
2!

x2 − 1
3!

x3 + · · ·+ (−1)n 1
(2n)!

x2n + (−1)n 1
(2n+ 1)!

x2n+1 + · · · .

(2) sinx2 = x2 − 1
3!

x6 + · · ·+ (−1)n 1
(2n+ 1)!

x4n+2 + · · · . よって

x sinx2 = x3 − 1
3!

x7 + · · ·+ (−1)n 1
(2n+ 1)!

x4n+3 + · · · .

(3) ex = 1 + x+ 1
2
x2 + 1

6
x3 + 1

24
x4 + · · · , cosx = 1− 1

2
x2 + 1

24
x4 − · · · . よって

ex cosx =
(
1− 1

2
x2 + 1

24
x4 − · · ·

)
+ x

(
1− 1

2
x2 + 1

24
x4 − · · ·

)
+ 1

2
x2

(
1− 1

2
x2 + 1

24
x4 − · · ·

)
+ 1

6
x3

(
1− 1

2
x2 + 1

24
x4 − · · ·

)
+ 1

24
x4

(
1− 1

2
x2 + 1

24
x4 − · · ·

)
+ · · · .

= 1− 1
2
x2 + 1

24
x4 + x− 1

2
x3 + 1

2
x2 − 1

4
x4 + 1

6
x3 + 1

24
x4 + · · ·

= 1 + x− 1
3
x3 − 1

6
x4 + · · · .

(4) ex − 1 = x+ 1
2
x2 + 1

6
x3 + 1

24
x4 + · · · , cosx = 1− 1

2
x2 + 1

24
x4 − · · · . よって

cos(ex − 1) = 1− 1
2
(ex − 1)2 + 1

24
(ex − 1)4 − · · ·

= 1− 1
2
(x+ 1

2
x2 + 1

6
x3 + 1

24
x4 + · · · )2 + 1

24
(x+ 1

2
x2 + 1

6
x3 + 1

24
x4 + · · · )4 − · · ·



= 1− 1
2
x2 − 1

2
x3 − 7

24
x4 + 1

24
x4 + · · · = 1− 1

2
x2 − 1

2
x3 − 1

4
x4 + · · ·

(5) 1
1 + x3 = a0 + a1x+ a2x

2 + a3x
3 + a4x

4 + · · · とすると

1 = (1 + x3)(a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + a4x
4 + · · · )

= (a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + a4x
4 + · · · ) + x3(a0 + a1x+ a2x

2a3x
3 + a4x

4 + · · · )

= a0 + a1x+ a2x
2 + (a3 + a0)x

3 + (a4 + a1)x
4 + · · · . よって

a0 = 1, a1 = 0, a2 = 0, a3 + a0 = 0, a4 + a1 = 0, · · · より a0 = 1, a1 = a2 = 0, a3 = −1, a4 = a5 = 0, a6 = 1, · · · ,

すなわち a3k = (−1)k (k = 0, 1, 2, · · · ), それ以外は 0.

よって 1
1 + x3 = 1− x3 + x6 + · · ·+ (−1)nx3n + · · · .

(6) 4x+ 1 = 4
3
(3x− 2) + 11

3
より 4x+ 1

3x− 2
= 4

3
+ 11

3(3x− 2)
.

1
3x− 2

= a0 + a1x+ a2x
2 + · · · とおくと

1 = (3x− 2)(a0 + a1x+ a2x
2 + · · · ) = 3x(a0 + a1x+ a2x

2 + · · · )− 2(a0 + a1x+ a2x
2 + · · · )

= −2a0 + (3a0 − 2a1)x+ (3a1 − 2a2)x
2 + (3a2 − 2a3)x

3 + · · · . よって

−2a0 = 1, 3a0 − 2a1 = 0, 3a1 − 2a2 = 0, 3a2 − 2a3 = 0, · · · より a0 = − 1
2
, a1 = − 1

2
· 3
2
, a2 = − 1

2

(
3
2

)2

, · · · ,

よって 1
3x− 2

= − 1
2

− 1
2

· 3
2
x− 1

2

(
3
2

)2

x2 − · · · − 1
2

(
3
2

)n

xn − · · · . 従って
4x+ 1
3x− 2

= 4
3

− 11
6

− 11
6

· 3
2
x− 11

6

(
3
2

)2

x2 − · · · − 11
6

(
3
2

)n

xn − · · · .

= − 1
2

− 11
6

· 3
2
x− 11

6

(
3
2

)2

x2 − · · · − 11
6

(
3
2

)n

xn − · · · .

(7) 1
x2 − 3x+ 2

= 1
x− 2

− 1
x− 1

(部分分数分解). (5)(6)と同様にして

1
x− 2

= − 1
2
− 1

2
· 1
2
x− 1

2

(
1
2

)2

x2 − · · · − 1
2

(
1
2

)n

xn − · · · , 1
x− 1

= −1−x−x2 − · · · −xn − · · · . よって
1

x2 − 3x+ 2
= − 1

2
− 1

2
· 1
2
x− 1

2

(
1
2

)2

x2 − · · · − 1
2

(
1
2

)n

xn − · · ·−{−1− x− x2 − · · · − xn − · · · }

=
(
1− 1

2

)
+

{
1−

(
1
2

)2
}
x+

{
1−

(
1
2

)3
}
x2 + · · ·+

{
1−

(
1
2

)n+1
}
xn + · · ·

= 1
2

+ 3
4
x+ 7

8
x2 + · · ·+

{
1−

(
1
2

)n+1
}
xn + · · · .

38. 例題の x, y にそれぞれ ix, iy を代入して eixeiy = eix+iy = ei(x+y). オイラーの公式より

eix = cosx+ i sinx, eiy = cos y + i sin y, ei(x+y) = cos(x+ y) + i sin(x+ y). よって

(cosx+ i sinx)(cos y + i sin y) = cos(x+ y) + i sin(x+ y).

左辺 = cosx cos y + i cosx sin y + i sinx cos y + i2 sinx sin y = cosx cos y + i cosx sin y + i sinx cos y − sinx sin y

= (cosx cos y − sinx sin y) + i(sinx cos y + cosx sin y). 両辺の実部と虚部がそれぞれ等しいので

cosx cos y − sinx sin y = cos(x+ y), sinx cos y + cosx sin y = sin(x+ y)//

39. f(x) = 1
cosx

とおくと f(−x) = 1
cos(−x)

= 1
cosx

= f(x). よって 1
cosx

=は偶関数. 従って例題より
1

cosx
= a0 + a2x

2 + a4x
4 + · · · とおくと 1 = cosx(a0 + a2x

2 + a4x
4 + · · · ). cosx = 1− 1

2
x2 + 1

24
x4 − · · · より

1 = (1− 1
2
x2 + 1

24
x4 − · · · )(a0 + a2x

2 + a4x
4 + · · · )

= (a0 + a2x
2 + a4x

4 + · · · )− 1
2
x2(a0 + a2x

2 + a4x
4 + · · · ) + 1

24
x4(a0 + a2x

2 + a4x
4 + · · · )− · · ·

= a0 +
(
a2 − 1

2
a0

)
x2 +

(
a4 − 1

2
a2 +

1
24

a0

)
x4 + · · · .

よって 1 = a0, 0 = a2 − 1
2
a0, 0 = a4 − 1

2
a2 +

1
24

a0 より a0 = 1, a2 = 1
2
, a4 = 1

2
a2 − 1

24
a0 = 5

24
.

よって 1
cosx

= 1 + 1
2
x2 + 5

24
x4 + · · · .



3 発展問題

40. (1) A : mx−y = 0, B : mx+y = 0より直線A,Bと (0, y0)の距離はそれぞれ

y0

y1

r0

r0

r0

r1

x

y

O

|0− y0|√
m2 + (−1)2

=
|y0|√
m2 + 1

,
|0 + y0|√
m2 + 12

=
|y0|√
m2 + 1

で等しく, これらは半径 r0 に等しい.

また条件より y0 > 0だから y0√
m2 + 1

= r0. よって y0 = r0
√
m2 + 1, 中心は (0, r0

√
m2 + 1).

(2) この半径 r1 の円の中心を (0, y1)とおくと (1)と同様に y1 = r1
√
m2 + 1. 右図のように

y0 − y1 = r0 + r1 だから r0
√
m2 + 1− r1

√
m2 + 1 = r0 + r1. よって r1 =

√
m2 + 1− 1√
m2 + 1 + 1

r0.

(3) 各円の半径を順に r0, r1, r2, · · · , rn, · · · とすれば (2)と同様に rn+1 =

√
m2 + 1− 1√
m2 + 1 + 1

rn.

よって rn は等比数列となり rn =

( √
m2 + 1− 1√
m2 + 1 + 1

)n

r0 =

( √
m2 + 1− 1√
m2 + 1 + 1

)n

(r0 = 1とした ). 従って求める円

の面積の総和は π · 12 + π

( √
m2 + 1− 1√
m2 + 1 + 1

)2

+ π

( √
m2 + 1− 1√
m2 + 1 + 1

)4

+ · · ·+ π

( √
m2 + 1− 1√
m2 + 1 + 1

)2n

+ · · ·

= π · 1

1− (
√
m2+1−1√
m2+1+1

)2
=

π(
√
m2 + 1 + 1)2

(
√
m2 + 1 + 1)2 − (

√
m2 + 1− 1)2

=
π(
√
m2 + 1 + 1)2

(m2 + 1 + 2
√
m2 + 1 + 1)− (m2 + 1− 2

√
m2 + 1 + 1)

=
π(
√
m2 + 1 + 1)2

4
√
m2 + 1

.

41. ex =

∞∑
n=1

1
n!

xn だから ex

xα =

∞∑
n=1

1
n!

xn

xα . n < αならば lim
x→∞

xn

xα = lim
x→∞

1
xα−n = 0, n = αならば xn

xα = 1,

n > αならば lim
x→∞

xn

xα = lim
x→∞

xn−α = ∞. 1
n!

> 0だから lim
x→∞

ex

xα = ∞.

42. (1) オイラーの公式より eiθ − e−iθ

2i
=

(cos θ + i sin θ)− {cos(−θ) + i sin(−θ)}
2i

=
(cos θ + i sin θ)− (cos θ − i sin θ)

2i

= 2i sin θ
2i

= sin θ.

(2) (1)より sin3 θ =

(
eiθ − e−iθ

2i

)3

= e3iθ − 3e2iθe−iθ + 3eiθe−2iθ − e−3iθ

8i3
= e3iθ − 3eiθ + 3e−iθ − e−3iθ

−8i

= 3
4

· eiθ − e−iθ

2i
− 1

4
· e3iθ − e−3iθ

2i
= 3

4
sin θ − 1

4
sin 3θ. よって a = 3

4
, b = − 1

4
.


