
大日本図書　新微分積分 II問題集　 3章§ 2 STEPUP 詳しい解答

p.34. 3章§ 2. 変数変換と重積分　 STEPUP

153. (1) 極座標に変換すると 0 ≦ x ≦ y ⇒ 0 ≦ r cos θ ≦ r sin θ ⇒ 0 ≦ cos θ, 1 ≦ tan θ ⇒ π
4

≦ θ ≦ π
2

また 1
2

≦ x2 + y2 = r2 ≦ 1 ⇒ 1√
2

≦ r ≦ 1. よって D : π
4

≦ θ ≦ π
2
, 1√

2
≦ r ≦ 1.

与式 =

∫ π
2

π
4

{∫ 1

1√
2

r cos θ

r sin θ
√
1 + r2

rdr

}
dθ =

∫ π
2

π
4

cos θ
sin θ

{∫ 1

1√
2

r√
1 + r2

dr

}
dθ.

1 + r2 = tとおくと 2rdr = dt ⇒ rdr = 1
2
dt.

r 1√
2

→ 1

t 3
2 → 2∫ 1

1√
2

r√
1 + r2

dr =

∫ 2

3
2

1√
t
· 1
2
dt = 1

2

[
t
1
2

1
2

]2
3
2

=
√
2−

√
3
2
. よって与式 =

(√
2−

√
3
2

)∫ π
2

π
4

cos θ
sin θ

dθ

∫ π
2

π
4

cos θ
sin θ

dθ = [log | sin θ|]
π
2
π
4
= log

∣∣∣sin π
2

∣∣∣− log
∣∣∣sin π

4

∣∣∣ = log 1− log 1√
2

= 0− log 2−
1
2 = 1

2
log 2.

よって与式 = 1
2

(√
2−

√
3
2

)
log 2 = 1

2

(√
2−

√
6
2

)
log 2 = 1

4
(2
√
2−

√
6) log 2.

(2) 極座標に変換すると x2 + (y − 1)2 = x2 + y2 − 2y + 1 ≦ 1 ⇒ r2 − 2r sin θ + 1 ≦ 1 ⇒ r2 ≦ 2r sin θ ⇒ r ≦ 2 sin θ.

また r ≦ 2 sin θより sin θ ≧ 0. y ≦ x ⇒ r sin θ ≦ r cos θ ⇒ tan θ ≦ 1だから 0 ≦ θ ≦ π
4
. よって

D : 0 ≦ θ ≦ π
4
, 0 ≦ r ≦ 2 sin θ. 与式 =

∫ π
4

0

{∫ 2 sin θ

0

(4− r2)rdr

}
dθ =

∫ π
4

0

[
2r2 − r4

4

]2 sin θ

0

dθ

=

∫ π
4

0

(8 sin2 θ − 4 sin4 θ)dθ. sin2 θ = 1− cos 2θ
2

より sin4 θ =
(1− cos 2θ)2

4
= 1− 2 cos 2θ + cos2 2θ

4

よって 8 sin2 θ − 4 sin4 θ = 4− 4 cos 2θ − 1 + 2 cos 2θ − cos2 2θ = 3− 2 cos 2θ − 1 + cos 4θ
2

.

与式 =

∫ π
4

0

(
5
2

− 2 cos 2θ − cos 4θ
2

)
dθ =

[
5
2
θ − sin 2θ − sin 4θ

8

]π
4

0
= 5

8
π − sin π

2
− sinπ

8
= 5

8
π − 1.

(3) 極座標に変換すると x2 + y2 ≦ 4 ⇒ r2 ≦ 4 ⇒ r ≦ 2. x2 + y2 ≧ 2x ⇒ r2 ≧ 2r cos θ ⇒ r ≧ 2 cos θ.

x ≧ 0 ⇒ r cos θ ≧ 0 ⇒ cos θ ≧ 0 ⇒ − π
2

≦ θ ≦ π
2
. よって D : − π

2
≦ θ ≦ π

2
, 2 cos θ ≦ r ≦ 2.

与式 =

∫ π
2

−π
2

{∫ 2

2 cos θ

√
r2rdr

}
dθ =

∫ π
2

−π
2

[
r3

3

]2
2 cos θ

dθ = 1
3

∫ π
2

−π
2

(8− 8 cos3 θ)dθ = 16
3

∫ π
2

0

(1− cos3 θ)dθ

= 16
3

{
[θ]

π
2
0 −

∫ π
2

0

(1− cos3 θ)dθ

}
= 16

3

(
π
2

− 2
3

)
= 8

9
(3π − 4).

154. (1)

1

1

2

2

3√2 3√4

3√2

3√4
D

y = x2 2y = x2

x = y2

2x = y2

x

y

O

(2) u2v = x3, uv2 = y3 より x =
3
√
u2v = u

2
3 v

1
3 , y =

3
√
uv2 = u

1
3 v

2
3 . よって xu = 2

3
u− 1

3 v
1
3 , xv = 1

3
u

2
3 v−

2
3 ,

yu = 1
3
u− 2

3 v
2
3 , yv = 2

3
u

1
3 v−

1
3 .

∂(x, y)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣∣xu xv

yu yv

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
2
3
u− 1

3 v
1
3

1
3
u

2
3 v−

2
3

1
3
u− 2

3 v
2
3

2
3
u

1
3 v−

1
3

∣∣∣∣∣∣ = 4
9

− 1
9

= 1
3
.

D : y ≦ x2 ≦ 2y, x ≦ y2 ≦ 2x ⇒ D : 1 ≦ x2

y
= u ≦ 2, 1 ≦ y2

x
= v ≦ 2. xy = uv だから

与式 =

∫ 2

1

{∫ 2

1

uv
∣∣∣ 1
3

∣∣∣ dv} du = 1
3

∫ 2

1

[
uv2

2

]2
1

du = 1
3

∫ 2

1

3
2
udu = 1

2

[
u2

2

]2
1

= 3
4
.

155. x = 2u, y = 3v とおくと D : u ≧ 0, v ≧ 0, u2 + v2 ≦ 1.
∂(x, y)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣∣xu xv

yu yv

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣2 0

0 3

∣∣∣∣∣ = 6. xy = 6uv. よって



与式 =

∫∫
D

6uv|6|dudv. ここで u, v を極座標に変換すると r cos θ ≧ 0, r sin θ ≧ 0, r2 ≦ 1より

D : 0 ≦ θ ≦ π
2
, 0 ≦ r ≦ 1. 与式 = 36

∫ π
2

0

{∫ 1

0

r2(sin θ cos θ)rdr

}
dθ = 18

∫ π
2

0

[
r4

4

]1
0

sin 2θdθ = 9
2

[ − cos 2θ
2

]π
2

0
.

= 9
4
{− cosπ + cos 0} = 9

2
.

156. (0, 0)のとき 1
x2 + y2

は定義できないので Dε : 0 ≦ x ≦ y ≦ 1, y ≧ εとすると

1

1

ε

ε
Dε

y = x

x

y

O

与式 = lim
ε→+0

∫∫
Dε

1√
x2 + y2

dxdy. Dε : ε ≦ y ≦ 1, 0 ≦ x ≦ y より

与式 = lim
ε→+0

∫ 1

ε

{∫ y

0

1√
x2 + y2

dx

}
dy. 公式

∫
dx√

x2 +A
= log

∣∣∣x+
√
x2 +A

∣∣∣より
与式 = lim

ε→+0

∫ 1

ε

[
log
∣∣∣x+

√
x2 + y2

∣∣∣]y
0
dy = lim

ε→+0

∫ 1

ε

(
log
∣∣∣y +√2y2

∣∣∣− log
√

y2
)
dy = lim

ε→+0

∫ 1

ε

log

∣∣∣∣ y + y
√
2

y

∣∣∣∣ dy.
= log

(
1 +

√
2
)

lim
ε→+0

[y]1ε = log
(
1 +

√
2
)

lim
ε→+0

(1− ε) = log
(
1 +

√
2
)
. (極座標に変換して求めることも可能)

157. D : x2 + y2 ≦ 4x. V =

∫∫
D

xy2dxdy. 極座標に変換すると r2 ≦ 4r cos θより r ≦ 4 cos θ. よって

cos θ ≧ 0より − π
2

≦ θ ≦ π
2
. D : − π

2
≦ θ ≦ π

2
, 0 ≦ r ≦ 4 cos θ.

与式 =

∫ π
2

−π
2

{∫ 4 cos θ

0

(r3 cos θ sin2 θ)rdr

}
dθ =

∫ π
2

−π
2

[
r5

5

]4 cos θ

0

cos θ sin2 θdθ = 1024
5

∫ π
2

−π
2

cos6 θ sin2 θdθ

= 2048
5

∫ π
2

0

cos6 θ sin2 θdθ = 2048
5

∫ π
2

0

cos6 θ(1− cos2 θ)dθ = 2048
5

(∫ π
2

0

cos6 θdθ −
∫ π

2

0

cos8 θdθ

)
= 2048

5

(
5
6

· 3
4

· 1
2

· π
2

− 7
8

· 5
6

· 3
4

· 1
2

· π
2

)
= 8π.

158. x2 + y2 = 2x ⇒ x2 − 2x+ y2 = 0 ⇒ (x− 1)2 + y2 = 1. D : x2 + y2 ≦ 4, x2 + y2 ≧ 2x.

−2 2

−2

2

−1

1
D1

D2

1
x

y

O

Dを D = D1 +D2, D1 : x ≧ 0, 2x ≦ x2 + y2 ≦ 4, D2 : x ≦ 0, x2 + y2 ≦ 4とする.

極座標に変換すると D2 : π
2

≦ θ ≦ 3
2
π, 0 ≦ r ≦ 2. D1 は 2r cos θ ≦ r2 ≦ 4より

D1 : − π
2

≦ θ ≦ π
2
, 2 cos θ ≦ r ≦ 2. D が x軸に関して対称だから y = 0.∫∫

D

xdxdy =

∫∫
D1

xdxdy +

∫∫
D2

xdxdy =

∫ π
2

−π
2

{∫ 2

2 cos θ

(r cos θ)rdr

}
dθ +

∫ 3
2π

π
2

{∫ 2

0

(r cos θ)rdr

}
dθ

=

∫ π
2

−π
2

[
r3

3

]2
2 cos θ

cos θdθ +

∫ 3
2π

π
2

[
r3

3

]2
0

cos θdθ = 8
3

∫ π
2

−π
2

(1− cos3 θ) cos θdθ + 8
3

∫ 3
2π

π
2

cos θdθ

= 16
3

∫ π
2

0

(cos θ − cos4 θ)dθ + 8
3
[sin θ]

3
2π
π
2

= 16
3

(
[sin θ]

π
2
0 − 3

4
· 1
2

· π
2

)
+ 8

3

(
sin 3

2
π − sin π

2

)
= 16

3
−π− 16

3

= −π.

∫∫
D

dxdy = D の面積 = 4π − π = 3π だから x = −π
3π

= − 1
3
. よって D の重心 Gは G

(
− 1

3
, 0
)
.

159. (1) 与式 =

∫ ∞

−∞
(x2 − 2x+ 1)e−x2

dx =

∫ ∞

−∞
x2e−x2

dx− 2

∫ ∞

−∞
xe−x2

dx+

∫ ∞

−∞
e−x2

dx

xe−x2

は奇関数, x2e−x2

, e−x2

は偶関数だから例題より

与式 = 2

∫ ∞

0

x2e−x2

dx+ 2

∫ ∞

0

e−x2

dx = 2 ·
√
π

4
+ 2 ·

√
π

2
= 3

2

√
π.

(2) x√
2

= tとおくと x2

2
= t2, x =

√
2t, dx =

√
2dt.

x 0 → ∞
t 0 → ∞

.

与式 =

∫ ∞

0

(
√
2t)2e−t2 ·

√
2dt = 2

√
2

∫ ∞

0

t2e−t2dt = 2
√
2 ·

√
π

4
=

√
2π
2

(
=
√

π
2

)
.

(3)
√
x = tとおくと x = t2, dx = 2tdt.

x 0 → ∞
t 0 → ∞

与式 =

∫ ∞

0

te−t22tdt = 2

∫ ∞

0

t2e−t2dt = 2 ·
√
π

4
=

√
π

2
.

(4) log 1
x

= tとおくと log 1
x

= log x−1 = − log x = t, log x = −t, x = e−t, dx = (e−t)′dt = −e−tdt.

x 0 → 1

t ∞ → 0
与式 =

∫ 0

∞

√
t(−e−tdt) =

∫ ∞

0

√
te−tdt. (3)より与式 =

√
π

2
.



160. x+ y = u, y = v とおくと x = u− y = u− v. よって Dは u− v ≧ 0 ⇒ v ≦ uより

1

1

D

v = u

u

v

O

D : v ≧ 0, v ≦ u ≦ 1. 右図より D : 0 ≦ u ≦ 1, 0 ≦ v ≦ u.

∂(x, y)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣∣xu xv

yu yv

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣1 −1

0 1

∣∣∣∣∣ = 1. 与式 =

∫∫
D

e−u2

dudv =

∫ 1

0

{∫ u

0

e−u2

dv

}
du

=

∫ 1

0

{∫ u

0

e−u2

du

}
dv =

∫ 1

0

e−u2

[v]u0du =

∫ 1

0

e−u2

udu =
[
− 1

2
e−u2

]1
0
= − 1

2
e−1 + 1

2
= 1

2

(
1− 1

e

)
.

161. y + x2 = u, y − x2 = v とすると u+ v = 2y, u− v = 2x2 ⇒ y = u+ v
2

, x2 = u− v
2

· · · 1⃝. 1 2

−3

D

3u + v = 3
⇒ v = 3 − 3u

u

v

O

Dは y ≦ x2 ⇒ y − x2 = v ≦ 0, y ≦ −x2 + 2 ⇒ y + x2 = u ≦ 2,

y ≧ − 1
2
x2 + 3

4
⇒ u+ v

2
≧ − u− v

4
+ 3

4
⇒ 3u+ v ≧ 3より

D : v ≦ 0, u ≦ 2, 3u+ v ≧ 3. 右図より D : 1 ≦ u ≦ 2, 3− 3u ≦ v ≦ 0.

(x2)u = 2xxu, (x
2)v = 2xxv だから 1⃝より 2xxu = 1

2
, 2xxv = − 1

2
⇒ xu = 1

4x
, xv = − 1

4x
.

また yu = 1
2
, yv = 1

2
より

∂(x, y)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣∣xu xv

yu yv

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 1
4x − 1

4x
1
2

1
2

∣∣∣∣∣ = 1
8x

−
(
− 1

8x

)
= 1

4x
.

dxdy =

∣∣∣∣ ∂(x, y)∂(u, v)

∣∣∣∣ dudv =
∣∣∣ 1
4x

∣∣∣ dudv. x > 0より xdxdy = 1
4
dudv. よって

与式 =

∫∫
D

v
u4

1
4
dudv = 1

4

∫ 2

1

{∫ 0

3−3u

v
u4 dv

}
du = 1

4

∫ 2

1

[
v2

2u4

]0
3−3u

du = 1
8

∫ 2

1

{
0− (3− 3u)2

u4

}
du

= − 9
8

∫ 2

1

(
1
u4 − 2

u3 + 1
u2

)
du = − 9

8

[
u−3

−3
− 2u−2

−2
+ u−1

−1

]2
1

= 9
8

{(
1
24

− 1
4

+ 1
2

)
−
(
1
3

− 1 + 1
)}

= − 3
64

.

p.36　 PLUS

1 座標軸の回転

162. (1) x = X cos π
3

− Y sin π
3

=
X −

√
3Y

2
, y = X sin π

3
+ Y cos π

3
=

√
3X + Y

2
より

2

(
X −

√
3Y

2

)2

−
√
3

(
X −

√
3Y

2

)( √
3X + Y

2

)
+

( √
3X + Y

2

)2

= 1.

2(X −
√
3Y )2 −

√
3(X −

√
3Y )(

√
3X + Y ) + (

√
3X + Y )2

4
= 1.

2X2 − 4
√
3XY + 6Y 2 − 3X2 + 2

√
3XY + 3Y 2 + 3X2 + 2

√
3XY + Y 2 = 4. 2X2 + 10Y 2 = 4. X2 + 5Y 2 = 2.

(2) x = X cos π
6

− Y sin π
6

=

√
3X − Y

2
, y = X sin π

6
+ Y cos π

6
=

X +
√
3Y

2
より( √

3X − Y
2

)2

+ 2
√
3

( √
3X − Y

2

)(
X +

√
3Y

2

)
−
(

X +
√
3Y

2

)2

= 1.

(
√
3X − Y )2 + 2

√
3(
√
3X − Y )(X +

√
3Y )− (X +

√
3Y )2

4
= 1.

3X2 − 2
√
3XY + Y 2 + 6X2 + 4

√
3XY − 6Y 2 −X2 − 2

√
3XY − 3Y 2 = 4. 8X2 − 8Y 2 = 4. 2X2 − 2Y 2 = 1.

163. x = X cos π
4

− Y sin π
4

= X − Y√
2

, y = X sin π
4

+ Y cos π
4

= X + Y√
2
より

x2 + xy + y2 =
(X − Y )2 + (X − Y )(X + Y ) + (X + Y )2

2
= X2 − 2XY + Y 2 +X2 − Y 2 +X2 + 2XY + Y 2

2

= 3X2 + Y 2

2
≦ 3. y ≧ x ⇒ X + Y√

2
≧ X − Y√

2
⇒ Y ≧ 0. D : X2

2
+ Y 2

6
≦ 1, Y ≧ 0.

−
√
2

√
2

−
√
6

√
6

D

X2

2
+

Y 2

6
= 1

X

Y

O

x− y = X − Y√
2

− X + Y√
2

= −
√
2Y , D : −

√
2 ≦ X ≦

√
2, 0 ≦ Y ≦

√
6− 3X2 より

与式 = −
∫∫

D

√
2Y dXdY = −

∫ √
2

−
√
2

{∫ √
6−3X2

0

√
2Y dY

}
dX = −

∫ √
2

−
√
2

[ √
2Y 2

2

]√6−3X2

0

dX

=−
√
2
2

∫ √
2

−
√
2

(6− 3X2)dX=−
√
2

∫ √
2

0

(6− 3X2)dX=−
√
2[6X −X3]

√
2

0 =−
√
2(6

√
2− 2

√
2)=−8.



2 3重積分

164. (1) 与式 =

∫ 1

0

{∫ x

0

{∫ xy

0

x2y2zdz

}
dx

}
dy =

∫ 1

0

{∫ x

0

x2y2
[
z2

2

]xy
0

dx

}
dy = 1

2

∫ 1

0

{∫ x

0

x4y4dy

}
dx

= 1
2

∫ 1

0

x4

[
y5

5

]x
0

dx = 1
10

∫ 1

0

x9dx = 1
10

[
x10

10

]1
0

= 1
100

.

(2) D : x2 + y2 ≦ 1, V : D,−
√

1− x2 − y2 ≦ z ≦
√

1− x2 − y2.

与式 =

∫∫
D

{∫ √
1−x2−y2

−
√

1−x2−y2

z2dz

}
dxdy = 2

∫∫
D

[
z3

3

]√1−x2−y2

0

dxdy = 2
3

∫∫
D

√
1− x2 − y2

3
dxdy

極座標に変換すると D : 0 ≦ θ ≦ 2π, 0 ≦ r ≦ 1. 与式 = 2
3

∫ 2π

0

{∫ 1

0

(1− r2)
3
2 rdr

}
dθ. 1− r2 = tとおくと

−2rdr = dt ⇒ rdr = − 1
2
dt.

r 0 → 1

t 1 → 0
より与式 = 2

3

∫ 2π

0

{∫ 0

1

t
3
2

(
− 1

2
dt
)}

dθ = 1
3

∫ 2π

0

[
t
5
2

5
2

]1
0

dθ

= 2
15

[θ]2π0 = 4
15

π.

3 3重積分の変数変換

165. 球面座標に変換すると x2 + y2 + z2 = r2 sin2 θ cos2 φ+ r2 sin2 θ sin2 φ+ r2 cos2 θ

= r2 sin2 θ(cos2 φ+ sin2 φ) + r2 cos2 θ = r2 sin2 θ + r2 cos2 θ = r2(sin2 θ + cos2 θ) = r2.

V は r2 ≦ 1より V : 0 ≦ θ ≦ π, 0 ≦ φ ≦ 2π, 0 ≦ r ≦ 1.

与式 =

∫ π

0

{∫ 2π

0

{∫ 1

0

r2 · r2 sin θdr
}
dφ

}
dθ =

∫ π

0

{∫ 2π

0

[
r5

5

]1
0

sin θdφ

}
dθ = 1

5

∫ π

0

[φ]
2π
0 sin θdθ = 2

5
π[− cos θ]π0

= 2
5
π(− cosπ + cos 0) = 4

5
π.

166. 球面座標に変換すると x2 + y2 + z2 = r2, x = r sin θ cosφ, y = r sin θ sinφ, z = r cos θより

r2 ≦ R2, r sin θ cosφ ≧ 0, r sin θ sinφ ≧ 0, r cos θ ≧ 0. r ≧ 0より 0 ≦ r ≦ R. また

sin θ cosφ ≧ 0, sin θ sinφ ≧ 0, cos θ ≧ 0. 0 ≦ θ ≦ π より sin θ ≧ 0. よって cosφ ≧ 0, sinφ ≧ 0. 以上により

V : 0 ≦ θ ≦ π
2
, 0 ≦ φ ≦ π

2
, 0 ≦ r ≦ R. 与式 =

∫ π
2

0

{∫ π
2

0

{∫ R

0

(r2 sin2 θ sinφ cosφ)r2 sin θdr

}
dφ

}
dθ

=

∫ π
2

0

{∫ π
2

0

[
r5

5

]R
0

sin3 θ sinφ cosφdφ

}
dθ = R5

5

∫ π
2

0

sin3 θ

[
sin2 φ
2

]π
2

0

dθ = R5

10

∫ π
2

0

sin3 θdθ = R5

10
· 2
3

= R5

15
.

167. (1) J =

∣∣∣∣∣∣∣∣
xr xθ xz

yr yθ yz

zr zθ zz

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
cos θ −r sin θ 0

sin θ r cos θ 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = r cos2 θ − (−r sin2 θ) = r(cos2 θ + sin2 θ) = r.

(2) x2 + y2 = r2 ≦ 1より V : 0 ≦ θ ≦ 2π, 0 ≦ r ≦ 1, 0 ≦ z ≦ 1.

与式 =

∫∫∫
V

(r2 + 2z2)rdzdrdθ =

∫ 2π

0

{∫ 1

0

{∫ 1

0

r(r2 + 2z2)dz

}
dr

}
dθ =

∫ 2π

0

{∫ 1

0

[
r3z + 2rz3

3

]1
0

dr

}
dθ

=

∫ 2π

0

{∫ 1

0

(
r3 + 2

3
r
)
dr

}
dθ =

∫ 2π

0

[
r4

4
+ 1

3
r2
]1
0

dθ =
(
1
4

+ 1
3

)∫ 2π

0

dθ = 7
12

[θ]2π0 = 7
6
π.

4 ガンマ関数とベータ関数

168. (1) 例題 (2)より Γ (4) = 3! = 6.

(2) 例題 (1)より Γ
(
7
2

)
= 5

2
Γ
(
5
2

)
= 5

2
· 3
2
Γ
(
3
2

)
= 5

2
· 3
2

· 1
2
Γ
(
1
2

)
. 例題 (3)より

Γ
(
7
2

)
= 5

2
· 3
2

· 1
2

√
π =

15
√
π

8
.

(3) (2)より Γ
(
9
2

)
= 7

2
Γ
(
7
2

)
= 7

2
· 15

8

√
π =

105
√
π

16
.



169. 1
1 + x

= tとおくと 1 + x = 1
t
⇒ x = 1

t
− 1より dx = (t−1)′dt = −t−2dt = − dt

t2
.

また x = 1
t
− 1 = 1− t

t
.

x 0 → ∞
t 1 → 0

与式 =

∫ 0

1

√
1−t
t

( 1t )
2

(
− dt

t2

)
=

∫ 1

0

√
1− t
t

dt =

∫ 1

0

t−
1
2 (1− t)

1
2 dt = B

(
1
2
, 3
2

)
=

Γ ( 12 )Γ ( 32 )

Γ (2)
=

√
π · 1

2 ·
√
π

1!
= π

2
.


