
大日本図書　新微分積分 II　 1章§ 1 関数の展開

p.24. 練習問題 1-A

1. (1) f(x) = log x, f ′(x) = 1
x
. f(1) = log 1 = 0, f ′(1) = 1.

よって f(x) ≒ f(1) + f ′(1)(x− 1) = 0 + 1 · (x− 1) = x− 1. log x ≒ x− 1.

(2) f(x) = sin 2x, f ′(x) = 2 cos 2x. f
(
π
2

)
= sinπ = 0, f ′

(
π
2

)
= 2 cosπ = −2.

よって f(x) ≒ f
(
π
2

)
+ f ′

(
π
2

)(
x− π

2

)
= 0− 2 ·

(
x− π

2

)
= −2x+ π. sin 2x ≒ −2x+ π.

(3) f(x) = tanx, f ′(x) = 1
cos2 x

. f(0) = tan 0 = 0, f ′(0) = 1
cos2 0

= 1.

よって f(x) ≒ f(0) + f ′(0)(x− 0) = 0 + 1 · x = x. tanx ≒ x.

(4) f(x) =
√
ex = e

x
2 , f ′(x) = 1

2
e

x
2 . f(0) = e0 = 1, f ′(0) = 1

2
e0 = 1

2
.

よって f(x) ≒ f(0) + f ′(0)(x− 0) = 1 + 1
2
x.

√
ex ≒ 1 + 1

2
x.

2. (1) f ′(x) = {(1− x)
1
2 }′ = 1

2
(1− x)−

1
2 (1− x)′ = − 1

2
(1− x)−

1
2 ,

f ′′(x) = − 1
2

(
− 1

2

)
(1− x)−

3
2 (1− x)′ = − 1

4
(1− x)−

3
2 . f(0) = 1, f ′(0) = − 1

2
, f ′′(0) = − 1

4
.

よって f(x) ≒ f(0) + f ′(1)(x− 0) +
f ′′(0)

2
(x− 0)2 = 1 +

(
− 1

2

)
x+

− 1
4

2
x2 = 1− 1

2
x− 1

8
x2.

(2)
√
0.8 =

√
1− 0.2 = f(0.2) ≒ 1− 1

2
· 0.2− 1

8
· (0.2)2 = 1− 0.1− 0.005 = 0.895.

3. (1) f ′(x) = (x+1)′ log x+(x+1)(log x)′−2x = log x+ x+ 1
x

−2x = log x+1+ 1
x
−2x, f ′(1) = log 1+1+1−2 = 0.

(2) f ′′(x) = 1
x

+ 0 + (x−1)′ − 2 = 1
x

− x−2 − 2 = 1
x

− 1
x2 − 2, f ′′(1) = 1− 1− 2 = −2 < 0. よって

f(x)は x = 1で極小. (p.7 極値をとるための十分条件参照)

4. (1) lim
n→∞

n2 + 3n− 5
n− 2n2 = lim

n→∞

1 + 3
n − 5

n2

1
n − 2

= − 1
2

(収束).

(2) lim
n→∞

(
√
n+ 1−

√
n)
√
n = lim

n→∞

(
√
n+ 1−

√
n)(

√
n+ 1 +

√
n)
√
n√

n+ 1 +
√
n

= lim
n→∞

(n+ 1− n)
√
n√

n+ 1 +
√
n

= lim
n→∞

√
n√

n+ 1 +
√
n

lim
n→∞

1√
1 + 1

n + 1
= 1

2
. (収束)

(3) an =

(
2√
3

)n

. 公比 r = 2√
3
の等比数列. r > 1より∞に発散. (p.10 参照)

(4) 公比 r = 2

1 +
√
3

=
2(1−

√
3)

1− 3
=

√
3− 1の等比数列. 0 < r < 1より 0に収束. (p.10 参照)

5. 初項 a = 2
3
, 公比 r = − 2

3
. |r| < 1より収束. 和は a

1− r
=

2
3

1− (− 2
3 )

=
2
3
5
3

= 2
5
. (p.14 参照)

6. (1) f(x) = sin x
2
, f ′(x) = 1

2
cos x

2
, f ′′(x) = −

(
1
2

)2

sin x
2
, f ′′′(x) = −

(
1
2

)3

cos x
2
, · · · .

f(0) = 0, f ′(0) = 1
2
, f ′′(x) = 0, f ′′′(0) = −

(
1
2

)3

, · · · .

f(x) = f(0) + f ′(0)x+
f ′′(0)

2!
x2 + · · ·+ f (n)(0)

n!
xn + · · · より

sin x
2

= 1
2
x− 1

233!
x3 + · · ·+ (−1)n 1

22n+1(2n+ 1)!
x2n+1 + · · · . (p.5 参照)

(2) f(x) = cos 2x, f ′(x) = −2 sin 2x, f ′′(x) = −22 cos 2x, f ′′′(x) = 23 sin 2x, · · · .

f(0) = 1, f ′(0) = 0, f ′′(x) = −22, f ′′′(0) = 0, · · · .

f(x) = f(0) + f ′(0)x+
f ′′(0)

2!
x2 + · · ·+ f (n)(0)

n!
xn + · · · より

cos 2x = 1− 22

2!
x2 + 24

4!
x4 + · · ·+ (−1)n 22n

(2n)!
x2n + · · · . (p.5 参照)

(3) f(x) = e2x, f ′(x) = 2e2x, f ′′(x) = −22e2x, f ′′′(x) = 23e2x, · · · .



f(0) = 1, f ′(0) = 2, f ′′(x) = 22, f ′′′(0) = 23, · · · .

f(x) = f(0) + f ′(0)x+
f ′′(0)

2!
x2 + · · ·+ f (n)(0)

n!
xn + · · · より

e2x = 1 + 2x+ 22

2!
x2 + · · ·+ 2n

n!
xn + · · · .

7. y′ = λeλx, y′′ = λ2eλx. y′′ + y′ + y = 0より λ2eλx + λeλx + eλx = eλx(λ2 + λ+ 1) = 0. よって λ2 + λ+ 1 = 0より

λ =
−1±

√
1− 4

2
=

−1±
√
−3

2
=

−1±
√
3i

2
.

p.25. 練習問題 1-B

1. (1) f ′(x) = 1− (ex)′ cosx− ex(cosx)′ = 1 + ex(sinx− cosx),

f ′′(x) = (ex)′(sinx− cosx) + ex(sinx− cosx)′ = ex(sinx− cosx) + ex(cosx+ sinx) = 2ex sinx,

f ′′′(x) = 2(ex)′ sinx+ 2ex(sinx)′ = 2ex(sinx+ cosx). f ′(0) = 0, f ′′(0) = 0, f ′′′(0) = 2.

(2) (1)より f(x) = f(0) + f ′(0)(x− 0) +
f ′′(0)

2!
(x− 0)2 +

f ′′′(0)

3!
(x− 0)3 + o((x− 0)3) = f(0) + 1

3
x3 + o(x3)

f(0) = −1より f(x) = −1 + 1
3
x3 + o(x3).

(3) (2)より f(x) = −1 + x3

(
1
3

+
o(x3)

x3

)
. lim

x→0

o(x3)

x3 = 0より |x|が十分小さいとき 1
3

+
o(x3)

x3 > 0.

x > 0のとき x3 > 0だから f(x) > −1. x < 0のとき x3 < 0だから f(x) < −1. よって x = 0の近くに f(x) > −1

となる点も f(x) < −1となる点も存在する. よって f(0) = −1は極大値でも極小値でもない. よって f(x)は x = 0

で極値をとらない.

2. n 次近似式より f(x) = f(a) +
f (n)

a
n!(x − a)n + o((x − a)n) = f(a) + (x − a)n

(
f (n)(a)

n!
+

o((x− a)n)

(x− a)n

)
.

lim
x→a

o((x− a)n)

(x− a)n
= 0より

f (n)(a)

n!
+

o((x− a)n)

(x− a)n
は f (n)(a)と同符号.

(1) nが奇数より x > aのとき (x− a)n > 0, x < aのとき (x− a)n < 0. よって x = aの近くに f(x) > f(a)となる点

も f(x) < f(a)となる点も存在する. よって f(x)は x = aで極値をとらない.

(2) nが偶数より (x− a)n > 0. よって f (n)(a) > 0のとき x = aの近くで常に f(x) > f(a). よって f(x)は x = aで

極小値 f(a)をとる. f (n)(a) < 0のとき x = aの近くで常に f(x) < f(a). よって f(x)は x = aで極大値 f(a)をと

る. よって f(x)は x = aで極値をとる.

3. (1) rn → ∞より lim
n→∞

2rn

rn + 1
= lim

n→∞
2

1 + 1
rn

= 2. (2) 2rn

rn + 1
= 2

1 + 1
= 1. よって lim

n→∞
2rn

rn + 1
= 1

(3) rn → 0より lim
n→∞

2rn

rn + 1
= 0. (4) |r| → ∞より (1)と同様にして lim

n→∞
2rn

rn + 1
= 2.

4. A1B1 =OAsin 30◦ = 1
2
a. B1A2 =A1B1 cos 30

◦ =

√
3
4

a. A2B2 =B1A2 cos 30
◦ = 3

8
a. 以下同様にして

A1B1+B1A2+A2B2+B2A2 + · · · は初項 1
2
a, 公比

√
3
2
の等比級数.

∣∣∣∣ √3
2

∣∣∣∣ < 1より収束し,

和は
1
2a

1−
√
3
2

= a

2−
√
3

=
a(2 +

√
3)

4− 3
= (2 +

√
3)a.

5. ドモアブルの定理 (n = 3)より (cosx+ i sinx)3 = cos 3x+ i sin 3x.

左辺 = (cosx)3 + 3(cosx)2i sinx+ 3 cosx(i sinx)2 + (i sinx)3 = cos3 x+ 3i sinx cos2 x+ 3i2 sin2 x cosx+ i3 sin3 x

= cos3 x+ 3i sinx cos2 x− 3 sin2 x cosx− i sin3 x = cosx(cos2 x− 3 sin2 x) + i sinx(3 cos2 x− sin2 x).

よって cos 3x = cosx(cos2 x− 3 sin2 x) · · · 1⃝, sin 3x = sinx(3 cos2 x− sin2 x) · · · 2⃝. 1⃝と sin2 x = 1− cos2 xより

cos 3x =cosx{cos2 x− 3(1− cos2 x)} = cosx(4 cos2 x− 3) = 4 cos3 x− 3 cosx. 2⃝と cos2 x = 1− sin2 xより

sin 3x =sinx{3(1− sin2 x)− sin2 x} = sinx(3− 4 sin2 x) = 3 sinx− 4 sin3 x.


