
第 2章§ 2 偏微分の応用

p.57 練習問題 2-A

1. (1) zx = 3x2 + 2xy, zy = x2 + 3y2, zxx = 6x+ 2y, zxy = 2x = zyx, zyy = 6y

(2) z = yx−1, zx = y(x−1)′ = −yx−2 = − y

x2 , zy = (y)′x−1 = x−1 = 1
x
,

zxx = −y(x−2)′ = 2yx−3 =
2y

x3 , zxy = −(y)′x−2 = −x−2 = − 1
x2 = zyx, zyy = (x−1)y = 0

(3) z = (2x2 + 3y2)
1
2 , zx = 1

2
(2x2 + 3y2)−

1
2 (2x2 + 3y2)x = 1

2(2x2 + 3y2)
1
2

· 4x = 2x√
2x2 + 3y2

,

zy = 1
2
(2x2 + 3y2)−

1
2 (2x2 + 3y2)y = 1

2(2x2 + 3y2)
1
2

· 6y =
3y√

2x2 + 3y2
,

zxx =
(2x)′

√
2x2 + 3y2 − 2x(

√
2x2 + 3y2)x

(
√

2x2 + 3y2)2
=

2
√
2x2 + 3y2 − 2x 2x√

2x2+3y2

(
√
2x2 + 3y2)2

=
2(2x2 + 3y2)− 4x2

(
√
2x2 + 3y2)3

=
6y2

(
√
2x2 + 3y2)3

zxy = 2x((2x2+3y2)−
1
2 )y = 2x·

(
− 1

2

)
(2x2+3y2)−

3
2 (2x2+3y2)y = −x·(2x2+3y2)−

3
2 6y = − 6xy

(
√

2x2 + 3y2)3

= zyx

zyy =
(3y)′

√
2x2 + 3y2 − 3y(

√
2x2 + 3y2)y

(
√

2x2 + 3y2)2
=

3
√
2x2 + 3y2 − 3y 3y√

2x2+3y2

(
√

2x2 + 3y2)2
=

3(2x2 + 3y2)− 9y2

(
√

2x2 + 3y2)3

= 6x2

(
√
2x2 + 3y2)3

(4) zx は y = b(定数 )として微分し b = y に戻す. zx = (xb)′ = bxb−1 = yxy−1.

zy は x = a(定数 )として微分し a = xに戻す. zy = (ay)′ = ay log a = xy log x

(ここで p. 176指数関数の微分 (ax) = ax log a).

zxx は zx と同様に zxx = (zx)x = (yxy−1)x = (bxb−1)′ = b(b− 1)xb−2 = y(y − 1)xy−2

zxy は zy と同様に zxy = (zx)y = (yxy−1)y = (yay−1)′ = ay−1 + yay−1 log a

= (1 + y log a)ay−1 = (1 + y log x)xy−1

zyy も zy と同様に zyy = (zy)y = (xy log x)y = (ay log a)′ = ay(log a)2 = xy(log x)2

2. zx = ((x2 + y2)
1
2 )x = 1

2
(x2 + y2)−

1
2 (x2 + y2)x = x√

x2 + y2
. 同様に zy =

y√
x2 + y2

.

zxx =
(x)′

√
x2 + y2 − x(

√
x2 + y2)x

(
√
x2 + y2)2

=

√
x2 + y2 − x · x√

x2+y2

x2 + y2
=

y2

(x2 + y2)
√
x2 + y2

=
y2

(x2 + y2)
3
2

zxy = x((x2 + y2)−
1
2 )y = − 1

2
x(x2 + y2)−

3
2 (x2 + y2)y = − xy

(x2 + y2)
3
2

zyy は zxx と同様に zyy = x2

(x2 + y2)
3
2

(1) 左辺 =
√
x2 + y2

(
y2

(x2 + y2)
3
2

+ x2

(x2 + y2)
3
2

)
=

(x2 + y2)
√

x2 + y2

(x2 + y2)
3
2

= 1 = 右辺

(2) 左辺 =

(
− xy

(x2 + y2)
3
2

)2

=
x2y2

(x2 + y2)3
. 右辺 =

y2

(x2 + y2)
3
2

· x2

(x2 + y2)
3
2

=
x2y2

(x2 + y2)3

よって左辺 = 右辺

3. (1) zx = 4x3 + 32 = 0, zy = 3y2 − 9 = 0. よって x = −2, y = ±
√
3, zxx = 12x2, zxy = 0, zyy = 6y.

よって (x, y) = (−2,
√
3)のとき H = 48 · 6

√
3− 0 > 0, zxx = 48 > 0だから極小

(x, y) = (−2,−
√
3)のとき H = 48 · (−6

√
3)− 0 < 0だから極値をとらない.

よって点 (−2,
√
3)で極小値 −48− 6

√
3.



(2) zx = −6x+ 2
√
y + 8 = 0 · · · 1⃝, zy = x√

y
− 1 = 0 · · · 2⃝. 2⃝より√

y = x. 1⃝に代入 −4x+ 8 = 0, x = 2.

よって
√
y = 2, y = 4. zxx = −6, zxy = 1√

y
, zyy = − x

2y
√
y
.

点 (2, 4)のとき zxx = −6, zxy = 1
2
, zyy = − 1

8
,H = zxxzyy − (zxy)

2 = 1
2

> 0, zxx < 0. よって極大

よって点 (2, 4)で極大値 4.

4. φ(x, y) = x2 + 4y2 − 4, φx = 2x, φy = 8y.

(1) f(x, y) = x+ 2y, fx = 1, fy = 2. よって
fx
φx

=
fy
φy
より 1

2x
= 2

8y
, x = 2y. よって φ = 0に代入して

8y2 = 4, y = ± 1√
2
, x = ± 2√

2
= ±

√
2(復号同順). (x, y) =

(
1√
2
,
√
2

)
のとき z = 2

√
2,

(x, y) =

(
− 1√

2
,−

√
2

)
のとき z = −2

√
2. よって最大値 2

√
2, 最小値 −2

√
2.

(2) f(x, y) = xy, fx = y, fy = x. よって
fx
φx

=
fy
φy
より

y
2x

= x
8y

, x = ±2y. よって φ = 0に代入して

8y2 = 4, y = ± 1√
2
, x = ±

√
2. (x, y) =

(
± 1√

2
,±

√
2

)
のとき z = 1,

(x, y) =

(
± 1√

2
,∓

√
2

)
のとき z = −1. よって最大値 1, 最小値 −1.

5. (1) f(x, y, z) = xyz − a3 とおくと fx = yz, fy = xz, fz = xy. よって点 Pにおいて fx = y0z0, fy = x0z0,

fz = x0y0. Pにおける接平面の方程式は y0z0(x− x0) + x0z0(y − y0) + x0y0(z − z0) = 0,

y0z0x+ x0z0y + x0y0z = 3x0y0z0. Pは曲面上の点だから x0y0z0 = a3.

よって求める接平面の方程式は y0z0x+ x0z0y + x0y0z = 3a3.

(2) (1)の接平面と x軸 (y = z = 0)との交点は y0z0x+ x0z0y + x0y0z = 3a3, y = z = 0より y0z0x = 3a3.

x0y0z0 = a3 だから x = 3x0 で交点の座標は (3x0, 0, 0). 同様に y 軸,z 軸との交点の座標は

それぞれ (0, 3y0, 0), (0, 0, 3z0). 三角錐の体積は
1
3
( 1
2

· 3x0 · 3y0)× 3z0 = 9
2
x0y0z0 = 9

2
a3.

6. 半径を r, 高さを hとすると表面積 S = 2πr2 + 2πrh(一定). よって φ = 2πr2 + 2πrh− S. 体積 V = πr2h.

φr = 4πr + 2πh, φh = 2πr, Vr = 2πrh, Vh = πr2.
Vr

φr
=

Vh

φh
より 2πrh

4πr + 2πh
= πr2

2πr
, rh
2r + h

= r
2
.

2rh = 2r2 + rh, h = 2r. よって r : h = r : 2r = 1 : 2.

7. f(x, y, α) = x+ 2αy − 2α3 = 0 · · · 1⃝, fα = 2y − 6α2 = 0 · · · 2⃝. 2⃝より y = 3α2 · · · 3⃝.

3⃝を 1⃝に代入して x+ 6α3 − 2α3 = 0, x = −4α3 · · · 4⃝. 3⃝より y3 = (3α2)3, 8y3 = 27α6.

4⃝より x2 = (−4α3)2 = 16α6. よって 16y3 = 27x2.

p.93 練習問題 2-B

1. f(x, y) = 0よって定まる陰関数 y = φ(x)の点 Pにおける接線の方程式は y − y0 = φ′(x0)(x− x0).

φ′(x) =
dy
dx

= − fx
fy
だから, この接線の方程式は y − y0 = − fx(x0, y0)

fy(x0, y0)
(x− x0),

すなわち fx(x0, y0)(x− x0) + fy(x0, y0)(y − y0) = 0.

2. (1) f(x, y) = x2

a2
+

y2

b2
− 1とおくと fx = 2x

a2
, fy =

2y

b2
. fx(x0, y0) =

2x0

a2
, fy(x0, y0) =

2y0
b2

.

1より 2x0

a2
(x− x0) +

2y0
b2

(y − y0) = 0,
x0x
a2

+
y0y

b2
=

x2
0

a2
+

y20
b2

. 点 Pは曲線上にあるから
x2
0

a2
+

y20
b2

= 1.

よって x0x
a2

+
y0y

b2
= 1.

(2) f(x, y) = x2

a2
− y2

b2
− 1とおくと fx = 2x

a2
, fy = − 2y

b2
. fx(x0, y0) =

2x0

a2
, fy(x0, y0) = − 2y0

b2
.

1より 2x0

a2
(x− x0)−

2y0
b2

(y − y0) = 0,
x0x
a2

− y0y

b2
=

x2
0

a2
− y20

b2
. 点 Pは曲線上にあるから

x2
0

a2
− y20

b2
= 1.



よって x0x
a2

− y0y

b2
= 1.

(3) f(x, y) = y2 − 4pxとおくと fx = −4p, fy = 2y. fx(x0, y0) = −4p, fy(x0, y0) = 2y0.

1より −4p(x− x0) + 2y0(y − y0) = 0, y0y − y20 = 2px− 2px0. 点 Pは曲線上にあるから y20 = 4px0.

よって y0y − 4px0 = 2px− 2px0, y0y = 2px+ 2px0. 従って y0y = 2p(x+ x0).

3. 弦と x軸の交点の x座標を αとすると, この弦を直径とする円の方程式は

a

α

√
a2 − α2

x

y

O

(x− α)2 + y2 =
√
a2 − α2

2
= a2 − α2 だから曲線群の方程式は

f(x, y, α) = (x− α)2 + y2 − a2 + α2.

fα = −2(x− α) + 2α = 0, α = 1
2
x. これを f = 0に代入して(

x− 1
2
x
)2

+ y2 − a2 +
(
1
2
x
)2

= 0, x
2

2
+ y2 = a2.

4. φ(x, y, z) = 0によって定まる陰関数により z は x, y の 2変数関数になるから wも x, y の 2変数関数になる. よって

極値をとる点において ∂w
∂x

= 0, ∂w
∂y

= 0だから ∂w
∂x

= fx + fz
∂z
∂x

= 0, ∂w
∂y

= fy + fz
∂z
∂y

= 0.

∂z
∂x

= − φx

φz
, ∂z
∂y

= − φy

φz
だから fx − fz

φx

φz
= 0, fy − fz

φy

φz
= 0. よって fx =

fz
φz

φx, fy =
fz
φz

φy.

ここで
fz
φz

= λとおくと fx = λφx, fy = λφy, fz = λφz.

5. 直方体の体積だから V = xyz. x, y, z は x2

9
+

y2

36
+ z2

16
= 1を満たすから

φ(x, y, z) = x2

9
+

y2

36
+ z2

16
− 1とおくと 4より最大値をとる点において

fx=λφx, fy=λφy, fz=λφz を満たす λが存在する. fx=yz, fy=xz, fz=xy, φx=
2x
9

, φy=
2y
36

, φz=
2z
16
より

yz = 2x
9

λ · · · 1⃝, xz =
y
18

λ · · · 2⃝, xy = z
8
λ · · · 3⃝. 1⃝× 2⃝より xyz2 =

xy
81

λ2. xy > 0だから z2 = λ2

81
.

z > 0より z = λ
9
· · · 4⃝. 同様に y = λ

6
· · · 5⃝, x = λ

12
· · · 6⃝. これらを φ = 0に代入して

λ2

362
+ λ2

362
+ λ2

362
= 1, λ2

362
= 1

3
. 4⃝より λ > 0だから λ = 12

√
3. 4⃝, 5⃝, 6⃝より x =

√
3, y = 2

√
3, z = 4

3

√
3.

よって最大値は V = xyz = 8
√
3
(
(x, y, z) =

(√
3, 2

√
3, 4

3

√
3
))


