
第 3章§ 1. 2重積分

p.73 練習問題 1-A

1. (1) 与式 =

∫ 1

0

{∫ 2x

2x2

(3y2 − xy)dy

}
dx =

∫ 1

0

[
y3 − xy2

2

]2x
2x2

dx =

∫ 1

0

{(8x3 − 2x3)− (8x6 − 2x5)}dx

=

∫ 1

0

(−8x6 + 2x5 + 6x3)dx =
[
− 8

7
x7 + 2

6
x6 + 6

4
x4

]1
0
= − 8

7
+ 1

3
+ 3

2
= 29

42

(2) 与式=

∫ 2

1

{∫ 1

0

x
(x+ y)2

dy

}
dx =

∫ 2

1

{∫ 1

0

{x(x+ y)−2dy

}
dx =

∫ 2

1

x
[
−(x+ y)−1

]1
0
dx =

∫ 2

1

x{−(x+ 1)−1 + x−1}dx

=

∫ 2

1

(
− x

x+ 1
+ 1

)
dx =

∫ 2

1

1
x+ 1

dx = [log(x+ 1)]21 = log 3− log 2 = log 3
2

(3) 与式 =

∫ π
2

0

{∫ 2x

x

sin(2x+ y)dy

}
dx =

∫ π
2

0

[− cos(2x+ y)]
2x
x dx =

∫ π
2

0

(− cos 4x+ cos 3x)dx

=
[
− sin 4x

4
+ sin 3x

3

]π
2

0
= − sin 2π − sin 0

4
+

sin 3
2π − sin 0

3
= − 1

3

(4) 与式 =

∫ 1

0

{∫ √
y

y

x2dx

}
dy =

∫ 1

0

[
x3

3

]√y

y

dx =

∫ 1

0

y
√
y − y3

3
dy = 1

3

[
2y

5
2

5
− y4

4

]1
0

= 1
3

(
2
5

− 1
4

)
= 1

20

2. D : 0 ≦ y ≦ 2,
y
2

≦ x ≦ 3− y よって
∫∫

D

y2dxdy =

∫ 2

0

{∫ 3−y

y
2

y2dx

}
dy =

∫ 2

0

[y2x]3−y
y
2

dy =

∫ 2

0

y2
(
3− y − y

2

)
dy

=

∫ 2

0

(
3y2 − 3y3

2

)
dy =

[
y3 − 3y4

8

]2
0

= 8− 6 = 2

3. (1) D : 0 ≦ x ≦ 2, x2 ≦ y ≦ 4 ⇒ 0 ≦ y ≦ 4, 0 ≦ x ≦ √
y∫ 2

0

{∫ 4

x2

f(x, y)dy

}
dx =

∫ 4

0

{∫ √
y

0

f(x, y)dx

}
dy

2

4

y = x2 ⇒ x =
√
y

x

y

O
(2) D : 0 ≦ y ≦ 4, 0 ≦ x ≦ 2− y

2
⇒ 0 ≦ x ≦ 2, 0 ≦ y ≦ 4− 2x∫ 4

0

{∫ 2− y
2

0

f(x, y)dx

}
dy =

∫ 2

0

{∫ 4−2x

0

f(x, y)dy

}
dx

2

4

y = 4− 2x ⇒ x = 2− y
2

x

y

O
4. 曲面 z =

√
xy と平面 z = 0の交線は

√
xy = 0より x = 0, y = 0よって D : 0 ≦ x ≦ 2, 0 ≦ y ≦ 3

V =

∫∫
D

√
xydxdy =

∫ 2

0

{∫ 3

0

√
xydy

}
dx =

∫ 2

0

√
x
[
2
3
y

3
2

]3
0
dx =

∫ 2

0

2
3

· 3
√
3
√
xdx = 2

√
3
[
2
3
x

3
2

]2
0
=

8
√
6

3
.

5. D : 0 ≦ x ≦ 1, 0 ≦ y ≦ 2− 2x(= 2(1− x))

V =

∫∫
D

(x2 + xy + y2)dxdy =

∫ 1

0

{∫ 2(1−x)

0

(x2 + xy + y2)dy

}
dx

=

∫ 1

0

[
x2y +

xy2

2
+

y3

3

]2(1−x)

0

dx =

∫ 1

0

{
2x2(1− x) + 2x(1− x)2 +

8(1− x)3

3

}
dx

=

∫ 1

0

{
2x(1− x){x+ (1− x)}+ 8(1− x)3

3

}
dx =

∫ 1

0

{
2x− 2x2 +

8(1− x)3

3

}
dx.

ここで
8(1− x)3

3
について 1− x = tとおくと −dx = dtより dx = −dt

よって
∫

8(1− x)3

3
dx =

∫
8t3

3
(−dt) = − 2t4

3
= − 2(1− x)4

3
だから

V =

[
x2 − 2x3

3
− 2(1− x)4

3

]1
0

=
(
1− 2

3
− 0

)
−
(
0− 0− 2

3

)
= 1

1

2
2x+ y = 2 ⇒ y = 2− 2x

x

y

O



p.74 練習問題 1-B

1. (1) y = 0と y = 2x− x2 の交点は 0 = 2x− x2 = x(2− x)より x = 0, 2.

D : 0 ≦ x ≦ 2, 0 ≦ y ≦ 2x− x2. 与式 =

∫ 2

0

{∫ 2x−x2

0

xdy

}
dx =

∫ 2

0

[xy]
2x−x2

0 dx

=

∫ 2

0

x(2x− x2)dx =

∫ 2

0

(2x2 − x3)dx =

[
2x3

3
− x4

4

]2
0

= 16
3

− 4 = 4
3
.

2
D

x

y

O

(2) 与式 =

∫ 1

0

{∫ 3y

0

√
x+ ydx

}
dy =

∫ 1

0

[
2
3
(x+ y)

3
2

]3y
0

dy = 2
3

∫ 1

0

{(4y) 3
2 − y

3
2 }dy = 2

3

∫ 1

0

(4
3
2 − 1)y

3
2 dy

= 2
3
(8− 1)

[
2
5
y

5
2

]1
0
= 28

15

(3) 与式 =

∫ 2

1

{∫ x
2

0

x√
x2 − y2

dy

}
dx =

∫ 2

1

[
x sin−1 y

x

] x
2

0
dx =

∫ 2

1

x
(
sin−1 1

2
− sin−1 0

)
dx∫ 2

1

x · π
6
dx = π

6

[
x2

2

]2
1

= π
6

(
2− 1

2

)
= π

4

注：
∫

1√
x2 − y2

dy = sin−1 y
x
は教科書 p. 177の公式

∫
1√

a2 − x2
dx = sin−1 x

a
による.

2. y =
√
3x ⇒ x = x√

3
, x2 + y2 = 4 ⇒ x =

√
4− y2 より

D : 0 ≦ y ≦
√
3,

y√
3

≦ x ≦
√
4− y2 で

∫∫
D

xdxdy =

∫ √
3

0

{∫ √
4−y2

y√
3

xdx

}
dy

=

∫ √
3

0

[
x2

2

]√4−y2

y√
3

dy =

∫ √
3

0

(
4− y2

2
− y2

6

)
dy = 1

6

∫ √
3

0

(12− 4y2)dy1

√
3

2

D

x

y

O

= 2
3

[
3y − y3

3

]√3

0

= 2
3
(3
√
3−

√
3)

4
√
3

3

3. x =
√

a2 − y2 ⇒ x2 + y2 = a2 ⇒ y = ±
√
a2 − x2 より

D : −a ≦ y ≦ a, 0 ≦ x ≦
√

a2 − y2 ⇒ D : x2 + y2 ≦ a2, x ≧ 0

⇒ D : 0 ≦ x ≦ a, −
√
a2 − x2 ≦ y ≦

√
a2 − x2

よって
∫ a

−a

{∫ √
a2−y2

0

f(x, y)dx

}
dy =

∫∫
D

f(x, y)dxdy =

∫ a

0

{∫ √
a2−x2

−
√
a2−x2

f(x, y)dy

}
dx

a

a

−a

D
x

y

O

4. x2 + y2 = 2x+ 2y − 1より x2 − 2x+ y2 − 2y = −1, (x− 1)2 − 1 + (y − 1)2 − 1 = −1.

よって (x− 1)2 + (y − 1)2 = 1. D : (x− 1)2 + (y − 1)2 ≦ 1.

(x− 1)2 + (y − 1)2 = 1 ⇒ (y − 1)2 = 1− (x− 1)2 = 2x− x2

⇒ y − 1 = ±
√
2x− x2 ⇒ y = 1±

√
2x− x2.1 2

1

2

2

D

x

y

O

D : 0 ≦ x ≦ 2, 1−
√
2x− x2 ≦ y ≦ 1 +

√
2x− x2.

I =

∫∫
D

(xy − y)dxdy =

∫ 2

0

{∫ 1+
√
2x−x2

1−
√
2x−x2

(xy − y)dy

}
dx =

∫ 2

0

[
(x− 1)

y2

2

]1+√
2x−x2

1−
√
2x−x2

dx

= 1
2

∫ 2

0

(x− 1){(1 +
√

2x− x2)2 − (1−
√

2x− x2)2}dx

= 1
2

∫ 2

0

(x− 1){1 + 2
√
2x− x2 + 2x− x2 − (1− 2

√
2x− x2 + 2x− x2)}dx



= 1
2

∫ 2

0

(x− 1) · 4
√
2x− x2dx =

∫ 2

0

2(x− 1)
√
2x− x2dx

2x− x2 = tとおくと (2− 2x)dx = dtより −2(x− 1)dx = dt, 2(x− 1)dx = −dt. よって∫
2(x− 1)

√
2x− x2dy =

∫ √
t(−dx) = − 2

3
t
3
2 = − 2

3
(2x− x2)

3
2 . よって

I =
[
− 2

3
(2x− x2)

3
2

]2
0
= 0.

5. 曲面 z =
√
a2 − y2 と平面 z = 0の交線は

√
a2 − y2 = 0より y2 = a2. y ≧ a

2
より y = a. よって

D : 0 ≦ x ≦ 2a, a
2

≦ y ≦ a.

V =

∫∫
D

√
a2 − y2dxdy =

∫ 2a

0

{∫ a

a
2

√
a2 − y2dy

}
dx.

y = a sin θ とおくと dy = a cos θdθ,
√
a2 − y2 =

√
a2 − a2 sin2 θ = a

√
1− sin2 θ = a

√
cos2 θ = a| cos θ|.

y a
2

→ a

θ π
6

→ π
2

. よって cos θ ≧ 0. 半角の公式を用いて

∫ a

a
2

√
a2 − y2dy =

∫ π
2

π
6

a2 cos2 θdθ = a2
∫ π

2

π
6

1 + cos 2θ
2

θdθ = a2
[
θ
2

+ sin 2θ
4

]π
2

π
6

= a2
(

π
4

+ sinπ
4

− π
12

−
sin π

3

4

)
= a2

(
π
6

−
√
3
8

)
. よって

V = a2
(

π
6

−
√
3
8

)∫ 2a

0

dx = a2
(

π
6

−
√
3
8

)
[x]2a0 = 2a3

(
π
6

−
√
3
8

)
= 1

12
a3(4π − 3

√
3).


