
第 3章§ 2 変数の変換と重積分

p.92 練習問題 2-A

1. (1) D : 0 ≦ r ≦ a, 0 ≦ θ ≦ π
2
, 与式 =

∫∫
D

√
r2rdrdθ =

∫ π
2

0

{∫ a

0

r2dr

}
dθ =

∫ π
2

0

[
r3

3

]a
0

dθ = a3

3
[θ]

π
2
0 = πa3

6

(2) D : 1 ≦ r ≦ 2, 0 ≦ θ ≦ 2π, 与式 =

∫∫
D

1
r2

rdrdθ =

∫ 2π

0

{∫ 2

1

1
r
dr

}
dθ =

∫ 2π

0

[log |r|]21dθ = (log 2− log 1)[θ]2π0

= 2π log 2

(3) D : 0 ≦ r ≦ 1, 0 ≦ θ ≦ 2π, 与式 =

∫∫
D

1
1 + r2

rdrdθ =

∫ 2π

0

{∫ 1

0

r
1 + r2

dr

}
dθ =

∫ 2π

0

1
2

[
log |1 + r2|

]1
0
dθ

= 1
2
(log 2− log 1)[θ]2π0 = π log 2

2. (1) (略 教科書解答参照)

(2) D : |u| ≦ 2, |v| ≦ 1よって D : −2 ≦ u ≦ 2,−1 ≦ v ≦ 1, x+ y = u · · · 1⃝, 2x− y = v · · · 2⃝.( 1⃝+ 2⃝)/3より

x = u+ v
3

. ( 1⃝× 2− 2⃝)/3より y = 2u− v
3

. よって J =

∣∣∣∣∣xu xv

yu yv

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 13 1

3
2
3 −1

3

∣∣∣∣∣ = − 1
3

与式 =

∫∫
D

u2v4|J |dudv = 1
3

∫ 2

−2

{∫ 1

−1

u2v4dv

}
du = 4

3

∫ 2

0

u2

[
v5

5

]1
0

du = 4
15

[
u3

3

]2
0

= 32
45

3. D : x2 + y2 ≦ 1, zx = x, zy = y. よって S =

∫∫
D

√
x2 + y2 + 1dxdy 極座標に変換して D : 0 ≦ r ≦ 1, 0 ≦ θ ≦ 2π,

S =

∫∫
D

√
r2 + 1rdrdθ =

∫ 2π

0

{∫ 1

0

√
r2 + 1rdr

}
dθ =

∫ 2π

0

1
3

[
(r2 + 1)

3
2

]1
0
dθ

= 1
3
(2
√
2− 1)[θ]2π0 = 2

3
π(2

√
2− 1)

4. (1) x− 1 = tとおくと dx = dt.
x 1 → ∞
t 0 → ∞

. よって p. 84例題 4より与式 =

∫ ∞

0

e−t2dt =

√
π

2

(2) x+ 1√
2

= tとおくと dx =
√
2dt.

x −∞ → ∞
t −∞ → ∞

. よって p. 84例題 4と偶関数の性質より

与式 =

∫ ∞

−∞
e−t2

√
2dt = 2

√
2

∫ ∞

0

e−t2dt =
√
2π

5. 曲線
√
x+

√
y = 1は

√
y = 1−

√
xよって y = (1−

√
x)2 と表わせるから問題の図形を表わす不等式は

D : 0 ≦ x ≦ 1, 0 ≦ y ≦ (1−
√
x)2 となる.

∫∫
D

dxdy =

∫ 1

0

{∫ (1−
√
x)2

0

dy

}
dx =

∫ 1

0

[y]
(1−

√
x)2

0 dx

=

∫ 1

0

(1−
√
x)2dx =

∫ 1

0

(1− 2
√
x+ x)dx =

[
x− 4

3
x

3
2 + x2

2

]1
0

= 1
6∫∫

D

xdxdy =

∫ 1

0

{∫ (1−
√
x)2

0

xdy

}
dx =

∫ 1

0

x [y]
(1−

√
x)2

0 dx =

∫ 1

0

x(1−
√
x)2dx =

∫ 1

0

(x− 2x
√
x+ x2)dx

=

[
x2

2
− 4

5
x

5
2 + x3

3

]1
0

= 1
30

. よって x̄ =
1
30
1
6

= 1
5
. 図形は直線 y = xについて対称だから ȳ = x̄.

よって重心は
(
1
5
, 1
5

)
p.93 練習問題 2-B

1. x2 + y2 ≦ xより x2 − x+ y2 ≦ 0よって
(
x− 1

2

)2

+ y2 ≦
(
1
2

)2

. p. 77例題 2と同様に

D : 0 ≦ θ ≦ π
2
, 0 ≦ r ≦ cos θ 与式 = 2

∫∫
D

√
r cos θrdrdθ = 2

∫ π
2

0

{∫ cos θ

0

√
r cos θrdr

}
dθ

= 2

∫ π
2

0

√
cos θ

[
2
5
r

5
2

]cos θ
0

dθ = 4
5

∫ π
2

0

cos3 θdθ = 4
5

· 2
3

= 8
15

2. p. 81例題 3と同様に x = au cos v, y = au sin v とおくと J =

∣∣∣∣∣a cos v −au sin v

b sin v bu cos v

∣∣∣∣∣ = abu.



D : 0 ≦ u ≦ 1, 0 ≦ v ≦ 2π.与式 =

∫∫
D

(a2u2 cos2 v + b2u2 sin2 v)abududv = ab

∫ 2π

0

{∫ 1

0

u3(a2 cos2 v + b2 sin2 v)du

}
dv

= ab

∫ 2π

0

(a2 cos2 v + b2 sin2 v)

[
u4

4

]1
0

dv = ab
4

∫ 2π

0

(
a2 1 + cos 2v

2
+ b2 1− cos 2v

2

)
dv

= ab
8

[
a2

(
v + sin 2v

2

)
+ b2

(
v − sin 2v

2

)]2π
0

= 1
4
πab(a2 + b2)

3. Dε = {(x, y)|ε ≦ x ≦ 1, x2 ≦ y ≦ x}とすると与式 = lim
ε→+0

∫∫
Dε

x
x2 + y2

dxdy = lim
ε→+0

∫ 1

ε

{∫ x

x2

x
x2 + y2

dy

}
dx

p. 177の公式
∫

dx
x2 + a2

dx = 1
a
tan−1 x

a
より与式 = lim

ε→+0

∫ 1

ε

x
[
1
x
tan−1 y

x

]x
x2
dx = lim

ε→+0

∫ 1

ε

(tan−11− tan−1x)dx

= lim
ε→+0

∫ 1

ε

(
π
4

− tan−1x
)
dx =

∫ 1

0

(
π
4

− tan−1x
)
dx = π

4
− [xtan−1x]10 +

∫ 1

0

x · 1
1 + x2 dx

= π
4

− tan−11 + 1
2
[log(1 + x2)]10 = π

4
− π

4
+ 1

2
(log 2− log 1) = 1

2
log 2

4. x2 + y2 = 2xより x2 − 2x+ y2 = 0よって (x− 1)2 + y2 = 1. p. 77例題 2と同様に

D : 0 ≦ θ ≦ π
2
, 0 ≦ r ≦ 2 cos θ

(1) V = 2

∫∫
D

(x2 + y2)dxdy = 2

∫∫
D

r2rdrdθ = 2

∫ π
2

0

{∫ 2 cos θ

0

r3dr

}
dθ = 2

∫ π
2

0

[
r4

4

]2 cos θ

0

dθ = 8

∫ π
2

0

cos4 θdθ

= 8 · 3
4

· 1
2

· π
2

= 3
2
π

(2) V = 2

∫∫
D

x2dxdy = 2

∫∫
D

(r2 cos2 θ)rdrdθ = 2

∫ π
2

0

{∫ 2 cos θ

0

r3 cos2 θdr

}
dθ = 2

∫ π
2

0

[
r4

4

]2 cos θ

0

cos2 θdθ

= 8

∫ π
2

0

cos6 θdθ = 8 · 5
6

· 3
4

· 1
2

· π
2

= 5
4
π

5.
x− µ√

2σ
= tとおくと dx =

√
2σdt, x =

√
2σt+ µ.

x −∞ → ∞
t −∞ → ∞

.

よって p. 84例題 4と e−t2 は偶関数, te−t2 は奇関数だから

(1) 左辺 = 1√
2πσ

∫ ∞

−∞
e−t2

√
2σdt = 2√

π

∫ ∞

0

e−t2dt = 2√
π

·
√
π

2
= 1

(2) 左辺 = 1√
2πσ

∫ ∞

−∞
(
√
2σt+ µ)e−t2

√
2σdt = 1√

π

(√
2σ

∫ ∞

−∞
te−t2dt+ µ

∫ ∞

−∞
e−t2dt

)
=

2µ√
π

∫ ∞

0

e−t2dt

=
2µ√
π

·
√
π

2
= µ


