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1.Introduction
次の消散的Timoshenko系を考える。

(DT )

{
wtt − (wx − ψ)x = 0,

ψtt − σ(ψx)x − (wx − ψ) + γψt = 0,

ただし、σ′(0), γ > 0とする。(DT )を線形化すると、

(LDT )

{
wtt − (wx − ψ)x = 0,

ψtt − a2ψxx − (wx − ψ) + γψt = 0.

ただし、a2 = σ′(0) (a > 0)とおいた。
この方程式系は物理学的には、Timoshenko beamと呼ばれる梁の振動を表現している。

消散項のない本来の Timoshenko系についての考察 Taylor [1],Taylor-Yau [2]で詳しく記
述されているように、梁の中心からの距離を変数xにとると、wは x軸方向に対する鉛直
方向の梁の変位を表し、ψは梁の回転角度の変位を表している。
消散的Timoshenko系については、Rivera-Racke [3]の、次のような興味深い結果があ

る。(彼らは有限区間 0 < x < L上で、境界条件 w = 0, ψx = 0の場合を考えた。) それ
は、a = 1ならば解のエネルギーは指数的に減衰するのに対し、a ̸= 1であれば指数的減
衰が起こらず多項式的に減衰するという結果である。つまり、伝播速度によって消散構造
に違いがあるのだ。
また、原本 [4]は−∞ < x < ∞上で消散的Timoshenko系の消散構造を考察し、a = 1

ならば熱方程式と同様の多項式的減衰をし、a ̸= 1ならば可微分性の損失を伴う形での
多項式的減衰をするという結果を得た。実は後者は、有限区間における a ̸= 1場合の
Rivera-Racke [3]の結果と同じである。
今回は、まず a ̸= 1の場合の原本 [4]の結果を紹介し、さらにその精密化について話す。

2. Main Result
以下、a ̸= 1を仮定する。系 (LDT )において u = wt, v = wx − ψ, y = ψt, z = aψxと変

数変換し、ベクトル表示すると、

(∗) Ut + AUx + LU = O

となる。ただし、

U =


v
u
z
y

 , A = −


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 a
0 0 a 0

 , L =


0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
−1 0 0 γ

 .

いま、
Φ(iξ) = −(iξA + L), (etΦφ)(x) = F−1[etΦ(iξ)φ̂(ξ)](x)

とおくと、etΦは (∗)の半群を生成する。すなわち、U0 = t(v0, u0, z0, y0)を初期値とする
(∗)の解は U(t) = etΦU0で与えられる。
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このとき、

etΦ(iξ) =
4∑

j=1

etλj(iξ)Pj(iξ)

と表される。ここで、λjは固有値、Pjは射影行列である。
まず始めに、原本 [4]の結果を述べる。

Theorem 1(原本 [4]). t ∈ (0,∞), k, l = 0, 1, 2, · · · に対し、次の評価が成立する。

∥∂k
xetΦφ∥L2 ≤ C(1 + t)−( 1

4
+ k

2
)∥φ∥L1 + C(1 + t)−

l
2∥∂k+l

x φ∥L2 .

Theorem 1の証明において、etΦ(iξ)に対する次の Lemma 1が重要になる。

Lemma 1(原本 [4]). (ξ, t) ∈ R × (0,∞)に対し、次の評価が成立する。

|etΦ(iξ)| ≤ Ce−cρ(ξ)t. ただし、 ρ(ξ) =
ξ2

(1 + ξ2)2
.

次に、

etΦ0(iξ) =
2∑

j=1

etλ0
j (iξ)Πj

とおく。ただし、λ0
j(iξ) = −κjξ

2, κj =
γ±
√

γ2−4a2

2
, Πj = E2,3 P

(0)
j

tE2,3,

P
(0)
j は Pj(iξ)の ξの 0次の項 , j = 1, 2,

E2,3 =
t(

0 1 0 0
0 0 1 0

)
.

Theorem 2. t ∈ (0,∞), k, l = 0, 1, 2, · · · に対し、次の評価が成り立つ。

∥∂k
x(etΦ − tE2,3 etΦ0E2,3)φ∥L2 ≤ C(1 + t)−( 3

4
+ k

2
)∥φ∥L1 + C(1 + t)−

l
2∥∂k+l

x φ∥L2 .

Theorem 2の証明では、Lemma 1と次の Lemma 2を用いる。

Lemma 2. |ξ| ≤ rのとき t ∈ (0,∞)に対し、次の評価が成り立つ。

|etΦ(iξ) − tE2,3 etΦ0(iξ)E2,3| ≤ C|ξ|e−cξ2t + Ce−ct.
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