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次の一般化されたBurgers方程式

ut + (f(u))x = uxx, t > 0, x ∈ R,(1)

u(x, 0) = u0(x)(2)

の大域解の漸近挙動について考える. ここで, u0(x) ∈ L1(R), f(u) = b
2
u2 + c

3
u3, b ̸= 0かつ

c ∈ Rとする. また, β ∈ [0, 1] に対して, L1
β(R) ≡ {f ∈ L1

loc(R)|
∫

R |u|(1 + |x|)βdx < ∞}
とおく. [1]において, 以下で定義する非線型散逸波

χ(x, t) ≡ 1√
1 + t

χ∗

(
x√

1 + t

)
, t ≥ 0, x ∈ R

に (1), (2)の解が漸近する事が示された. ここで,

χ∗(x) ≡ 1

b

(ebδ/2 − 1)e−
x2

4

√
π + (ebδ/2 − 1)

∫ ∞
x/2

e−y2dy
, δ ≡

∫
R

u0(x)dx.

具体的には, ある β ∈ (0, 1)に対して u0 ∈ L1
β(R)∩H1(R) であって, ∥u0∥H1 + ∥u0∥L1が十

分小さければ

∥u(·, t) − χ(·, t)∥L∞ ≤ C(1 + t)−1+ 1−β
2 (∥u0∥H1 + ∥u0∥L1

β
), t ≥ 0

が成り立つ事が示された. 更に, [2]において, 初期値が遠方で十分速く減衰しているとき

∥u(·, t) − χ(·, t)∥L∞ ≤ C(1 + t)−1 log(2 + t), t ≥ 0(3)

が成り立つ事がHopf-Cole変換を用いて示されている.

本研究の目的は, δc ̸= 0の時, (3)の評価の最適性を示すことである. 実際, 解の漸近形

の第２項 V (x, t)は以下で与えられる:

V (x, t) ≡ − cd

12
√

π
V∗

(
x√

1 + t

)
t−1 log(2 + t), t > 0, x ∈ R.

ここで,

V∗(x) ≡ (bχ∗(x) − x)e−
x2

4 η∗(x),

η∗(x) ≡ exp

(
b

2

∫ x

−∞
χ∗(y)dy

)
, d ≡

∫
R

η−1
∗ (y)χ3

∗(y)dy.

E1,β ≡ ∥u0∥H1 + ∥u0∥L1
β
とおく. 今回, 得られた結果は以下の通りである.



42 加藤 正和 (大阪大学大学院 理学研究科)

定理 1. u0 ∈ L1(R)∩H1(R)を仮定する. このとき, E1,0 が十分小さければ, (1), (2)の大域

解 u ∈ C0([0,∞); H1), ∂xu ∈ L2(0,∞; H1)が一意的に存在する. 更に, u0 ∈ L1
1(R)∩H1(R)

かつ E1,1が十分小さいと仮定すると, 次の減衰評価

∥u(·, t) − χ(·, t) − V (·, t)∥L∞ ≤ CE1,1(1 + t)−1, t ≥ 0(4)

が成り立つ.

定理 1 の証明では, 以下の線形微分方程式に対する解の表現と減衰評価が重要な役割を

果たす:

zt = zxx − (bχz)x, x ∈ R, t > 0,(5)

z(x, 0) = z0(x).(6)

ここで

η1(x, t) ≡ η∗

(
x√

1 + t

)
, η2(x, t) ≡ η−1

1 (x, t), G(x, t) ≡ 1√
4πt

e
x2

4t

とおく.

補題 2.

U [w](x, t, τ) =

∫
R

∂x(G(x − y, t − τ)η1(x, t))η2(y, τ)

∫ y

−∞
w(ξ)dξdy,

0 ≤ τ < t, x ∈ R,

とおくと、(5), (6)の解は以下で与えられる.

z(x, t) = U [z0](x, t, 0), t > 0, x ∈ R.

命題 3. β ∈ [0, 1], p ∈ [1,∞], kを正の整数として, z0 ∈ L1
β(R) かつ

∫
R z0(x)dx = 0を仮

定する. このとき, (5), (6)の解に対して,

∥∂l
xz(·, t)∥Lp ≤ Ct(1−

1
p
+β+l)/2∥z0∥L1

β
, t > 0

が成り立つ. ここで, l = 0, 1, · · · , k.
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